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  :Ϩŗϋ Ƶզϓ ƹԾ͗ҭƔƵؑڪ 
  

هاي كنكور و رقابت فشرده براي ورود به مقاطع تحصيلي بالاتر، نيازمنـد تـلاش مسـتمر،     موفقيت در آزمون

باشد. مـرور و يـادگيري سـوالات و     تر و استفاده از منابع مناسب جهت دستابي به اين هدف مي مطالعه بيش

توانـد بسـيار    اي آينـده مـي  ه عنوان منبعي مناسب براي آمادگي جهت آزمون هاي گذشته به هاي سال آزمون

  مفيد و راهگشا باشد. 

كننـده در كنكـور دكتـري     ها با هدف كمك به متقاضـيان شـركت   عنوان يكي از اولين كتاب اين مجموعه به

  رشته آمار زيستي تهيه و تدوين شده است. 

در  1403الـي   1387هـاي   هـاي سـال   در نگارش اين مجموعه سعي شده است تا سوالات مربوط به آزمـون 

هاي آماري، تحليل بقاء و كارآزمايي باليني با راه حل تقريباً كامل و همراه با نكات  مباحث آمار زيستي، روش

گيري از آن درصـد بـالايي از نمـرات ايـن دروس را در      ضروري ارائه شوند تا دانشجويان عزيز بتوانند با بهره

م كوچكي در ارتقاي علمي خواننـدگان محتـرم   كنكور كسب نمايند. اميد كه اين مجموعه توانسته باشد سه

  داشته باشد. 

ها كه در برگيرنـده حجـم بـالايي از مطالـب هسـتند بـروز برخـي از نـواقص و          گونه مجموعه شك در اين بي

ناپذير است. ارائه هر گونه راهكار و پيشنهاد ارزشمندي از سـوي خواننـدگان محتـرم ايـن      ها اجتناب كاستي

  تواند ما را در ارتقاي اين مجموعه ياري دهد.  ن نقايص احتمالي و بهبود آن ميمجموعه در برطرف كرد

ما را از نظـرات سـازنده    rasulalimi@yahoo.comتوانيد از طريق پست الكترونيكي  در اين راستا شما مي

  مند سازيد. خود بهره

  

  نبا آرزوي توفيقات روزافزو
  



  :Ϩŗϋ Ƶզϓ ƹԾ͗ҭƔƵؑڪ 
هاي مختلف به چاپ رسـيده   ي حل سوالات كنكور در رشته هاي متفاوتي در زمينه هاي اخير، كتاب در سال

باشد. از  روز در رشته آمار زيستي و در مقطع دكتري موجود نمي است. اما كتابي با پاسخ كاملا تشريحي و به

متقاضي ادامه تحصيل در رشته آمـار زيسـتي و بـه طبـع آن؛     جا كه هر سال تعداد كثيري از دانشجويان  آن

شركت در كنكور وزارت بهداشت هستند، ما بر آن شديم كه در كتـاب حاضـر بـا پاسـخ تشـريحي سـوالات       

  گشايي براي اين عزيزان باشيم. راه 1387-1403كنكور دكتري آمار زيستي وزارت بهداشت از سال 

هاي آمار زيستي، تحليل چند متغيره، تحليل بقا  باط آماري، روشاين كتاب شامل حل سوالات دروس استن

  و كارآزمايي باليني است. كتب مرجع حل سوالات به شرح زير است:

Applied Linear Statistical Models- Micheal H. Kutner, Christopher J. Nachtsheim, 
John Neter, William Li-Fifth Edition. 

Applied Multivariate Techniques. Subhash Sharma- Wiley. 

  تحليل آماري چند متغيـري كـاربردي، ريچـارد آ جانسـون، ترجمـه دكتـر حسـينعلي نيرومنـد، انتشـارات:         

  دانشگاه فردوسي مشهد.

Survival Analysis- David G. Kleinbaum, MitchelKlein- Third Edition. 

  الهي. كاك، ترجمه دكتر آيتهاي باليني، استوارت پو كارآزمايي

  آمار نظري پردازش، تاليف عبدالرضا محمدي (جلد اول و جلد دوم).

چـه   اميد است كه كتاب حاضر گامي مثبت در جهت پيشرفت شما عزيزان برداشته باشـد. در جهـت هـر آن   

  بهتر كردن اين كتاب خواهشمنديم نظرات و پيشنهادات خود را با در ميان بگذاريد.

  

  با تشكر

  الهام شعرباف عيدگاهي
elham.Shaarbaf@gmail.com  

  سميه برزنوني
s.barzanouni@gmail.com 
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  آمار رياضي و احتمالات 

1نمونه تصادفي .1 2 nx ,x , ... , x 2را از توزيعي با واريانس گيريم. فرض كنيم نظر مي در
1

n

i
i

x X / n


  اميـد .

2رياضي

1

n

i
i

T (x x)


   :برابر است با  

1(2    2(n 2  

3((n ) 21     4(n2   

2. 1 2 3x , x ,x 1باشند. فرض كنيد، سه متغير تصادفي مثبت و هم توزيع مي 2 3
3

x x x
X

 
 .  

1x
E( )

x
   

1) برابر2    ) وجود ندارد. 1
  است.   3

  ) برابر يك است.  4    است.   3) برابر 3
باشد. يك نمونه تصادفي چهارتايي بدون جايگذاري از اين جعبه بيرون  مي 6تا  1هاي  مهره به شماره 6اي شامل  جعبه .3

  رابر است با: هاي زوج باشند، ب مهره در اين نمونه داراي شماره 3كه  آوريم. احتمال اين مي

1(1
10  2(8

15  3(2
10  4(2

5  

  آمارزيستي (Ph.D)دكتري تخصصي 

  سال

88 -87  

  سوالات
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  87-88سوالات سال 

xداراي چگالي Xمتغير تصادفي  .4   ،2
1

1
f (x)

( x )

 

بـر  باشد. تابع توزيع اين متغيـر تصـادفي برا   مي 

  است با: 

1(arctan x1 1
2  

    2(arctan x1


  

3(arctan x1
2     4(arctan x1

2   

5. X  وY  0باشد. مي 3و  2دو متغير تصادفي مستقل و هر يك داراي توزيع پواسن با ميانگينP(x y )   :برابر است با  
1(e e2 3     2(e 6  
3(e 5    4(e 5  

1داراي ميــانگين Xفــرض كنيــد   .6  2و واريــانس 1
4        ،باشــد. كــران بــالا، طبــق نامســاوي چبيچــف

1براي 2P( x )   كدام عدد است؟  

1(1
4  2(1

2  3(1
16  4(1

8  

)3Pباشد. ) مي-1و  1داراي چگالي يكنواخت در فاصله ( Xمتغير تصادفي  .7 x Var(x) ) با:  برابر است  

1)3  ) يك  2  ) صفر  1
2  4(1

3  

2داراي چگالي توأم (X , Y)جفت تصادفي  .8 8f (x , y) (x y ) /    1كـه  طـوري  است، بـهx  ،P(X Y) 
  برابر است با: 

1( 1  2(1
2  3(1

2  4(1
4  

ــادفي  .9 ــه تص 1نمون 2 nx , x , ..., x    ــانگين ــا مي ــوزيعي ب ــانس  2را از ت ــي  4و واري ــر م ــريم. در نظ 2گي

1

1 n

i
i

X
n 
 

nكه هنگامي  د؟ كن ، به كدام در توزيع ميل مي  
   8) به عدد 2    ) به يك متغير نرمال  1
   4) به عدد 4     2) به عدد 3

10. 1 2 nx ,x , ... , x   2يك نمونه تصادفي از توزيعي با واريـانس متنـاهي  2باشـد.  مـي 2

1

n

i
i

S (x x) / n


   را

  شود؟  مي 2برابر يك دهم 2Sقدر مطلق اريبي nبريم. با كدام  كار مي به 2عنوان برآوردكننده به
1 (100    2 (11    3 (9   4 (10    

1اشـند. ب ، مستقل مي4و  1هاي  ترتيب با واريانس ، به2xو 1xدو متغير تصادفي .11 2U x x  1و 2W x cx  
  باشند؟  ناهمبسته مي cبراي چه مقدار 

1(1
2  2(1

4  3(4  4(1
4  
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  آمارزيستي (Ph.D)دكتري تخصصي 

2Yدوم متناهي، رابطه، با گشتاور Yو  Xميان دو متغير تصادفي  .12 bX aX c    برقرار است. ضريب همبستگيX 
  شود؟  در چه صورت همواره برابر يك مي Yو 
1(a 0    2(b ,a0 0   
3(b ,a0 0     4(b ,a0 0   

13. 1 2 3x , x ,x  يك نمونه تصادفي از توزيع برنولي با پارامترP 1باشد. مي 1 2 3E(x | x x x )   :برابر است با  

1(x  2(x3  3(x1
3  4(x2  

0داراي چگالي Xمتغير تصادفي  .14 1x  2وf (x) x باشد. چارك اول كدام است؟  مي  
1 (1   2 (25/0    3 (5/0    4 (75/0    

)20Nتايي از توزيع براي يك نمونه تصادفي ده .15 , )،i
i

X /
10

2

1
1 6


 ايم.  را مشاهده كردهMLE  انحراف معيار كدام

  عدد است؟ 
1 (16/0    2 (4/0    3 (2/0    4 (04/0    

دسـت   به 81/0) با ضريب اطمينان 25/0، 49/0ها، يك فاصله اطمينان ( (واريانس)، با استفاده از داده 2براي پارامتر .16
  است؟  كدام ها براي آمده است. فاصله اطمينان و ضريب اطمينان با همين داده

    9/0) با ضريب 5/0و  7/0) (2    9/0) با ضريب 25/0و  49/0) (1
    2/8/0) با ضريب 5/0و  7/0) (4    81/0) با ضريب 5/0و  7/0) (3

 MLEترتيـب آمـاره بسـنده، برآوردگـر گشـتاوري و       به Tو  Wو  Uداريم،  يك نمونه تصادفي از توزيعي با پارامتر .17
  باشد. همواره داريم؟  مي براي

1(U W    2(U T  
3(W T    4 (T  تابعي ازU    

18. 1 2 nx ,x , ..., x 2يك نمونه تصادفي از توزيعN( , )  باشد. فرض كنيد ميx 2ميانگين اين نمونه وS  واريانس

2آن باشد. 2 0P((x )(S ) )      :برابر است با  

1(1
2  2(1

4  3(1
8  4(1  

1نمونه تصادفي يك .19 2 nx ,x , ... , x از توزيع پواسن با ميانگين 2گيريم. فرض كنيد در نظر ميS  واريانس نااريب

  برابر است با:  2Sاين نمونه باشد. كران پايين براي واريانس

1(  2(1


  3(n


  4(
n
  

1فرض كنيد .20 2 3 4z , z , z , z 0يك نمونه تصادفي از توزيع 1N( ,   دارد؟  Fيك از متغيرهاي زير توزيع  باشد. كدام (

1(
z z

( )
z z

21 2
2 2




    2(

z z
( )
z z

21 3
3 4




  

3(
z z

( )
z z

21 3
3 4




    4(

z z
( )
z z

21 2
1 2




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  چيست؟  1Hدر برابر فرض ساده 0Hتوان آزمون، براي آزمون فرض ساده .21
  نادرست باشد.   H1كه هنگامي H0) احتمال رد1
  نادرست باشد.   H1كه هنگامي H0) احتمال قبول2
  درست باشد.   H1كه هنگامي H0) احتمال رد3
  درست باشد.   H1كه هنگامي H0) احتمال قبول4

 23Xداراي چگـالي  Xكـه   باشد، در برابـر ايـن   مي 34Xداراي چگالي Xكه  ، فرض اينXخواهيم با مشاهده يك   مي .22

0باشد را بيازماييم مي 1x 1، اگر خطاي نوع اول
  به چه صورت است؟  Xباشد ناحيه بحراني بر حسب  16

1(X 2  2(X 1
2  3(X 2  4(X 1

2  

1نمونه تصادفي .23 2 nx ,x , ..., x 20از توزيعN( , ) 2گيريم. كدام آماره براي را در نظر مي  بسنده است؟  

1(x    2(x 2  

3((x) 3    4(xe
2

  

0xييك نمونه تصادفي از چگال .24  1و x

if (x ) e

 


  كدام است؟  براي (efficient)گيريم. برآورد كارا  در نظر مي 

1(x  2(
x
1  3(xe  4(log x  

)1Nيك نمونه تصادفي از توزيع .25 , ) هاي زير  يك از آزمون گيريم. كدام در نظر ميUMP باشد؟  مي  

0) آزمون1  0در برابر   20) آزمون  10در برابر 2    

0) آزمون3  1در برابر 02     40) آزمون  0در برابر   

1داراي تابع مولد گشتاور Xمتغير تصادفي گسسته  .26 1 1
4 2 4

t tM (t) e e   باشد.  ميVar(X)  :برابر است با  

1 (1
2  2(1

4  3 (1  4(1
8  

27. 1 2 nx ,x , ..., x يك نمونه تصادفي از توزيع نرمال با ميانگين 1باشد. ميP (x , x x )    :برابر است با  

1(1
2  2(1

4  3(1
8  4 (1  

28. 1 2 3x ,x , x 3ترتيب داراي انحراف معيارهاي به 4و 1و 1يباشد و دو بـه دو داراي ضـريب همبسـتگ    مي
2 

1هستند. 2 3
2 2 3

x x x
var ( ) 

  
  برابر است با:  

1 (4  2 (66  3 (8  4 (12 
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  هاي آماري روش
كه تمام مفروضات آن برقرار است ضريب تعيين برابر يك باشد، كـدام گزينـه    Xروي  Yاگر در رگرسيون خطي ساده  .29

  حتماً صحيح است؟ 
  ر يك است.  ) شيب خط رگرسيوني براب1
  ) شيب خط رگرسيوني منفي است.  2
  ) مجموع مربعات رگرسيوني با مجموع مربعات خطا برابر است.  3
  ) مجموع مربعات خطا صفر است.  4

  ؟ دهد نمييك از موارد زير را تغيير  گيري متغير پاسخ كدام در تحليل رگرسيوني، تغيير واحد اندازه .30
)ˆ) برآورد ثابت رگرسيوني1 )0  

R)) ضريب تعيين2 )2  
Var)ˆ) برآورد واريانس شسب رگرسيوني3 ( ))1  

)ˆ) برآورد شيب رگرسيوني4 )1  
بهبودي پيدا در نظر گرفته شود و در يك تحقيق فقط يك نفر از بين شش بيمار  Pاگر احتمال بهبودي از يك بيماري  .31

Hآزمون P-Valueكرده باشد،  : p /0 0 5 در مقابلH : P /1 0 5  :برابر است با  

1(6
64  2(7

64  3(12
64  4(14

64  

  ؟ نيستر قابل تبديل به حالت خطي هاي زي يك از مدل كدام .32

1(i x ei i
y

e 0 1
1

1   


  2(i
i

y
x0 1 2

1
1

  


  

3(x ei i
iy e 2

0 1
     4(x ei i

iy e 1
0

    
0براي آزمون فرضيه .33 1 2H :   1در مقابل 1 2H :    درصد اگر اندازه  5وع اول درصد و خطاي ن 90با توان

را نصف انحراف معيار مشترك در نظر بگيريم، حـداقل نمونـه مـورد نيـاز در هـر گـروه برابـر اسـت          (effect size)اثر 

با:
/ /

(Z Z ) /2
0 975 0 90 10 5   

1 (42  2 (84  3 (168  4 (336  
  هاي طرح بلوك تصادفي ناقص متعادل كدام است؟  از ويژگي .34

  باشد.   برابر نمي (Treatments)ها  رمانها و د ) تعداد بلوك1
  باشد.   برابر مي (Treatments)ها  ها و درمان ) تعداد بلوك2
  شود.  ها برابر و به دفعات يكسان ظاهر مي در تمام بلوك (Treatments)ها  ) كليه درمان3
  ا است. ه تر از تعداد كل بلوك ها برابر و كم در كليه بلوك (Treatment)) تكرار هر درمان 4

  ؟ نيستهاي زير مربوط به ارزيابي برازش مدل رگرسيون چندگانه  يك از شاخص كدام .35
1 (AIC    2(aR 2  3 (PRESS  4 (VIF    
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0 (Full model)اگـــر مـــدل كامـــل    .36 1i i iy x         و مـــدل كـــاهش يافتـــه(reduced model) 
0iصورت به iy     هاي زير آماره آزمون برازش مدل كاهش يافته نسبت به مدل كامل است؟  يك از گزينه باشد، كدام  

1(*

F R F

SSE(F) SSE(R) SSE(F)F
df df df

 


  

2(*

R F F

SSE(R) SSE(F) SSE(F)F
df df df

 


  

3(*

F R R

SSE(F) SSE(R) SSE(R)F
df df df

 


  

4(*

R F R

SSE(R) SSE(F) SSE(R)F
df df df

 


  

3در يك طرح مربع لاتين .37 3  تكرار درجه آزادي خطا چقدر است؟  2با  
1 (10  2 (8  3 (2  4 (1  

  صورت:  ميانگين مربعات خطا در رگرسيون باشد و توزيع خطاها نرمال نباشد، در اين MSEاگر  .38
1(MSE  برآوردكننده نيرومند(Robust)   (انحراف معيار خطا)نيست.  
2(MSE  برآوردكننده نيرومند(Robust)    .(انحراف معيار خطا) است  

3(MSE
n

  (انحراف معيار خطا) است.  (Robust)برآوردكننده نيرومند  
4 (MSE  برآوردكننده نيرومند(Robust)  .(انحراف معيار خطا) است  

ها  گذاري شده است. اگر در بين داده نمره 100در مقياس صفر تا  ارفرد در مورد مصرف سيگ 6اندازه نگرش و عملكرد  .39
ال كنـد ي اي نداشته باشيم ضريب همبستگ داشته باشيم و هيچ زوج هم رتبه (Discordant)فقط سه زوج ناهماهنگ 

  برابر است با: 
1 (2/0  2 (5/0  3 (6/0  4 (8/0  

  چيست؟  (Sphericity)زمان متوالي، منظور از شرط كرويت  rهاي تكراري در  گيري با اندازه ANOVAدر مدل  .40
  ) كوواريانس مشاهدات در دو زمان متوالي يكسان است.  1
  ) واريانس مشاهدات در همه تكرارهاي زماني يكسان است.  2
  ي مشاهدات در همه تكرارهاي زماني يكسان است.  ) همبستگ3
  ) همبستگي مشاهدات در دو زمان متوالي يكسان است. 4

ijبا اثرات تصادفي ANOVAدر مدل  .41 i ijy     كه در آنiها وijصورت ترتيب متغيرهاي تصادفي مستقل به ها به 

)2
 0و (N 20وN( , )1و 1j , ...,n, i , ...,r  هستند. كدام گزينه سهم تغييرپذيريiكند؟  ها را آزمون مي  

1(
2

2



    2(

2

2 2






 
  

3(2
    4(

2
2





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3، مقدارyروي  3Xو 1X،2Xدر رگرسيون چندگانه .42 1 2SSR (X | x , x   هاي زير است؟  يك از گزينه برابر با كدام (
1(SSR (x x , x ) SSE (x , x )1 2 3 1 2  
2(SSR (x , x ) SSE (x , x , x )1 2 1 2 3  
3(SSR (x , x , x ) SSE (x , x )1 2 3 1 2  
4(SSR (x , x ) SSR (x , x , x )1 2 1 2 3  

يـك از   نشان دهيم. در كدام pCرا با (Mallow)پارامتر، شاخص مالو  pاگر در يك مدل رگرسيون چندگانه خطي با  .43
  مدل بالاتر است؟  (Validation)حالات زير اعتبار 

1(pC p  2(pC p  3(pC p  4(pC p  
  ماركف در رگرسيون خطي ساده است؟  -هاي زير، نتيجه قضيه گوس يك از گزينه كدام .44

  ترين واريانس هستند.   ل، نااريب، سازگار و در بين همه برآوردهاي نااريب داراي كم) برآوردهاي حداقل مربعات ضرايب مد1
  ترين واريانس هستند.  نمايي ضرايب مدل، نااريب، سازگار و در بين همه برآوردهاي نااريب داراي كم ) برآوردهاي حداكثر درست2
  ترين واريانس هستند.   ردهاي نااريب داراي كم) برآوردهاي حداقل مربعات ضرايب مدل، نااريب و در بين همه برآو3
  ترين واريانس هستند.   نمايي ضرايب مدل، نااريب و در بين همه برآوردهاي نااريب داراي كم ) برآوردهاي حداكثر درست4

0براي مدل (Box-Cox)كاكس  - در تبديل باكس .45 1i i iy x       جهت برآورد شود؟  از كدام روش استفاده مي  
    (Maximum likelihood)نمايي  ) روش حداكثر درست1
    (Ordinary least square)ترين مربعات معمولي  ) روش كم2
    (Weighted least square)ترين مربعات وزني  ) روش كم3
    Lowess) روش ناپارامتري 4

19nدر يك نمونه تصـادفي  2Xو 1Xروي Yاگر در برازش مدل رگرسيون چندگانه  .46  2و 64i ˆ(y y)  
  باشد، درجه آزادي واريانس خطا برابر است با: 

1 (2  2 (16  3 (17  4 (18  
ورد شيوع يك بيماري در شهري بزرگ برابـر  گيري تصادفي ساده، جهت برآ برآورد حجم نمونه با استفاده از روش نمونه .47

عمل آوريم،  اي از خانوارها به گيري خوشه گيري تصادفي ساده، نمونه جاي نمونه نفر محاسبه گرديده است. اگر به 1000
باشد، حدود چند خانوار  2/3برابر  (Design effect)و اثر طرح  4كه متوسط بعد خانوار برابر  مشخص نماييد. در صورتي

  يستي مورد مطالعه قرار گيرند؟ با
1 (250    2 (400    3 (640    4 (800  

يـك از مـوارد زيـر     معمـولاً در كـدام   (Weighted least squares)در رگرسيون چندگانه روش حداقل مربعات وزني  .48
  شود؟  استفاده مي

  كه هم خطي چندگانه وجود داشته باشد.   ) در صورتي1
  باشد.   ) مقادير پاسخ، پرت و دور افتاده2
  ) توزيع خطا نرمال نباشد.  3
  ) واريانس خطا ثابت نباشد.  4

هفته پياپي  10فرض كنيد تعداد تصادفات منجر به مرگ در طول هفته داراي توزيع پواسن باشد. اگر تعداد تصادفات در  .49
  تر است؟  يشي كدام مقدار در طول يك هفته ب باشد، احتمال مشاهده 1، 2، 3، 0، 1، 3، 4، 2، 1، 3برابر با 

1 (1  2 (2   3 (3   4 (4   
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باشد،  6و تعداد مشاهدات در هر گروه مساوي و برابر  4ها  كه تعداد گروه در يك طرح آزمايشي كاملاً تصادفي، در صورتي .50
  ي آزادي خطا برابر است با:  درجه

1 (5   2 (15    3 (18    4 (20    
2rدر يك جدول توافقي با .51   2وسطرc  صـورت   دهـيم. در ايـن   هـا را كـاهش مـي    ستون، تعداد سطرها يا ستون

  دو: -پراكندگي توزيع با استفاده از ملاك كاي
  يابد.   ) كاهش مي2    يابد.   ) افزايش مي1
r)) برابر4    كند.   ) تغيير نمي3 ) (c )1 1  شود.   مي  

 (Reduced model)خطاي مدل كاهش يافته  SSE(R)و  (Full model)رسيوني كامل خطاي مدل رگ SSE(F)اگر  .52
  برقرار است؟  هموارهيك از روابط زير  باشد، كدام

1(SSE(F) SSE(R)    2(SSE(F) SSE(R)  
3(SSE(F) SSE(R)    4(SSE(F) SSE(R)  

باشـد،   لامت و بيماري در خانوارها در يك شهر بزرگ كه ليست كامل خانوارها در دسـت نمـي  جهت بررسي وضعيت س .53
  تر است؟  گيري مناسب هاي نمونه يك از روش كدام

  ) منظم (سيستماتيك)2    ) تصادفي ساده 1
  اي  ) خوشه4    بندي شده   ) طبقه3

باشد، مقدار  اي اريب از كننده برآورد ̂باشد. اگر مي 2و واريانس معلوم داراي ميانگين نامعلوم xمتغير تصادفي  .54
  اريبي چقدر است؟ 

1(̂      2(ˆE ( )    

3(
ˆE ( )  


    4(̂  


  

ي مختلـف   متغيري كيفي در سه رده 2Xمتغيري كمي و 1Xكه ، وقتي2Xو 1Xروي Yدر مدل رگرسيون خطي  .55
  باشد؟  ، اين مدل داراي چند شيب و چند عرض از مبدأ مي2Xباشد، مشخص نماييد در ازاء مقادير مختلف

  ) يك شيب و دو عرض از مبدأ2  ) يك شيب و سه عرض از مبدأ  1
  ) دو شب و دو عرض از مبدأ 4  ) سه شيب و يك عرض از مبدأ  3

0در مدل رگرسيون لجستيك .56 11Log X    
 

، نسبت بخت Xزايش در متغير پيشگوي ، در ازاي دو واحد اف
e 1برابر شده است. مقدار ضريب  مدل چقدر است؟  

1(1
2  2(2  3(e

2  4(e2  
  گيري تصادفي ساده بدون جايگذاري:  يري تصادفي ساده با جايگذاري در مقايسه با نمونهگ واريانس برآورد ميانگين در نمونه .57

  ) مساوي است.  2  تر يا مساوي است.   ) كوچك1
  تر است.   ) بزرگ4    تر است.   ) كوچك3

1iو 2و... nكند، اگر  در مدل رگرسيون خطي كه از مبدأ عبور مي .58 iˆe y , i  ريب واريانس خطاي باشد، برآورد ناا
  مدل كدام است؟ 

1(

n

i
i

e

n

2

1
2





  2(

n

i
i

e

n

2

1
1





  3(

n

i
i

e

(n )
n

2

11 20




  4(

n

i
i

e

n
n

2

1
1





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0در مــــــدل رگرســــــيون .59 1 1 2 2 3 3 1 2i i i i iy x x x , i , , ...,n           بــــــراي انجــــــام ،
0آزمون 1 2H :   1در مقابل 1 2H :  ي آزمون  ، آمارهF باشد؟  ي آزادي مي داراي چه درجه  

1(F( ,n )1 3    2(F( , n )2 3  
3(F( ,n )2 4    4(F( ,n )1 4  

و حجم نمونه بـراي هـر    (Category)رده  2و  3، 4ترتيب داراي  ها به در يك مدل تحليل واريانس سه طرفه اگر عامل .60
نمونـه باشـد، درجـه آزادي بـراي      11انـد   طور تصادفي انتخاب شده هاي اين سه عامل كه به يك از حالات تركيبي رده

  مانده برابر است با:  مجموع مجذورات باقي
1 (60    2 (263    3 (120    4 (240    

 20اي تصادفي از  از طرح قبل و بعد روي نمونه (y)ندگي سالمندان در ارزيابي تأثير يك روش گروه درماني بر كيفيت ز .61
  تواند مناسب باشد؟  سالمند استفاده شده است. كدام مدل آماري زير مي

1 2 1 20(i , , j , ..., )   
  ) طرح دو عاملي 2    ) طرح كاملاً تصادفي  1
 (nested)) طرح آشياني 4    هاي تصادفي   ) طرح بلوك3

را بر كيفيت زندگي سـالمندان بررسـي    (S)و جنس  (Category)رده  4با  (D)د تأثير نوعي بيماري خواه  محققي مي .62
گاه  سالمند باشد، آن 8شود  متغير فوق تشكيل مي 2هاي  نمايد. اگر حجم نمونه براي هر يك از حالاتي كه با تركيب رده

  اميد رياضي اثر متقابل بيماري و جنس عبارت است از: 
)2

e 2وDS اند).  به ترتيب واريانس خطا و اثرات متقابل  
1(e DS2 28      2(e

2  
3(e DS2 232      4(e DS2 216    

ــه   .63 ــرازش شــده ب ــدل ب ــانس م ــل كوواري ijصــورت در يــك تحلي i i ijy x      ــن مــي صــورت  باشــد. در اي
E(Yبرآورد | X) صورت زير خواهد بود:  به  

)00 00Y , X ترتيب ميانگين كل  بهX  وY وiX وiY  ميانگينX  وY ها در گروهi ام وib برآوردi  .(است  
1(.. i .. iY b X b X     2(i i i iY b X b X   
3(i iY bX bX     4(.. iY Y bX  

2، آزمون فرض ضريب همبستگي چندگانه1Xو 2Xبر حسب Yدر يك تحليل رگرسيون چندگانه  .64
0 12 0y.H :  

  هم ارز كدام آزمون فرض است؟ 
1(H :0 0 1 0       2(H :0 1 2 0     
3(H :0 1 2 1       4(H :0 0 2 0     

هاي يكسان و معلوم باشد. آماره لازم  دو نوع داروي مسكن داري توزيع نرمال با واريانساگر سرعت جذب در بدن براي  .65
0براي آزمون فرض 1 22H :    كدام است؟  

)1 2و  .(ميانگين سرعت جذب دو دارو است  

1(
n (x x )

t
S

1 22
5


    2(
n (x x )

t
S

1 22
10


  

3(
n (x x )

z 1 22
10





    4(
n (x x )

Z 1 22
5




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  87-88سوالات سال 

ــر   .66 ــه اثـ ــود دارد و از        4در مطالعـ ــدوش وجـ ــل مخـ ــه عامـ ــراد سـ ــون افـ ــار خـ ــر فشـ ــاژدرماني بـ روش ماسـ
1مدل 4ijkm i j k m ijkmy T w ,i , j,k ,m , ...,              استفاده شده است. طـرح مطالعـه

  كدام مورد زير بوده است؟ 
 لاتين - طرح مربع يوناني) 1
  ) تحليل دو عاملي با دو اثر متقابل2
 ) تحليل سه عاملي با يك اثر متقابل3
  ) تحليل چهار عاملي با يك اثر متقابل  4

1در معادله رگرسيون .67 2 32 3E(y | x) x x x     اي متغيرهـاي  ، ميانگين نمونـهiX  1بـراي 2 3i , ,  در

3رابطه 1ix ( i)  كنند. اگر صدق مي
2

1
i

i
y x


 باشد، برآورد  :برابر است با  

1 (30 -   2 (24    3 (24 -   4 (30    
  كند؟  را با متغير پاسخ در مدل زير آزمون مي X1دار بودن ارتباط متغير هاي زير فرض معني يك از گزينه كدام .68

0 1 1 2 2 3 3 4 1 2E(Y | X) X X X X X           
1(H :0 1 4      2(H :0 4 0   
3(H :0 1 4 0       4(H :0 1 0   

(ســن)  (بهــره هــوش) ijنسدر مقايســه ميــانگين نمــرات كنكــور چهــار رشــته دوره دكتــري مــدل كوواريــا .69

ij iy     21با فرض 4 1 0i ij ei , ..., , j , ...,n , ~ N( , )      صـورت تفاضـل    برازش شده اسـت. در ايـن
  ميانگين گروه اول و سوم برابر است با: 

1(1 2       2(1 2    
3(1 2       4(1 2     



  

 
  
  
  
  
  
  

  آمار رياضي و احتمالات 
  ) 3گزينه ( .1

  روش اول: 
n n

i i i
i i

E(T) E( (X X) ) E( (X X X X))2 2 2

1 1
2

 
        

n n n n

i i i i
i i i i

( ) ( )

E ( X nX X X ) E( X ) E(nX ) E( X X )2 2 2 2

1 1 1 1
1 2

2 2
   

        
 

  

n n n

i i i i
i i i

i i i

i

E ( X ) E(X ) (Var (X ) E(X ) ) n nx

( ) Var (X ) E(X ) E(X )

E(X ) X

2 2 2 2 2

1 1 1
2 2 21

  


      

    






  

  

n

i
i

E (nX ) E( X X ) nE(X ) n E(X ) n E(X )

( ) n (Var (X) E(X) ) n X
n

nX

2 2 2 2

1
22 2

2 2

2 2

2




     



  
          


  






  

)1و ( ( ) E (T) n nX nX n (n )2 2 2 2 2 2 22 1              

  سال
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 87-88پاسخنامه تشريحي سال 

  روش دوم: 
n

i
i

S (X X)
n

2 2

1

1
1 

 
    

N

i
i

(X )
N

2 2

1

1


     

n

i
i

E(T) E( (X X) ) E((n )S ) (n )E(S ) (n )2 2 2 2

1
1 1 1


           

  نكات:  
nX: نمونه تصادفي1نكته  ,X ,...,X1 تـابعي باشـد كـه بـراي      g(x)كنيم گيريم و فرض مي اي در نظر مي را از جامعه 2
E(gآن (x)) وVar (g (x)) گاه:   ود دارند. آنوج  

n

i
i

Var g (X ) n Var(g (X ))1
1

 
  
 
 
 ،

n

i
i

E g(X ) n E(g (X ))1
1

 
  
 
 
   

nXكنيم : فرض مي2نكته  ,X ,...,X1 گاه  باشد، آن 2و واريانس متناهي اي با ميانگين اي تصادفي از جامعه ، نمونه2
  داريم:  

ES2 2  )3 ،Var X
n

2 )2 ،E X   )1 

  ) 4گزينه ( .2

n
i

i in
i

i
i

X
E(X ) E X

X 1
1





 
 
 

  
 
 
 




 بنابر قضيه باسو
n

i
in

i
i

i

X
E E X

X 1
1





 
 

  
       

 
 




  

  
  

i i
n n n

i i i
i i i

X E (X )X E (X )
E E

n n X (n )X E X E X nn

1 1

1 1 1

1 111
  

 
 

    
                               

  
  

  

 ،fاحتماليداراي تابع چگالي  Xنكات: قضيه باسو: فرض كنيد  (X)  باشد. اگرT  آماره كامل كراندار و بسنده براي
  از هم مستقل هستند.   Uو  Tگاه  ندارد، آن اي باشد كه توزيع آن بستگي به هر آماره Uباشد و  پارامتر

nXآماره كامل در خانواده نمايي: فرض كنيد مشاهدات ,X ,...,X1 ، مستقل و هم توزيع از يك خـانواده نمـايي بـا تـابع     2
  به فرم زير هستند:   (pmf)يا تابع جرم احتمال  (pdf)چگالي احتمال 

K

j j
j

f (x | ) h (x)c( )exp w ( ) t (x)
1

 
    
 
 
   

)kكه ,..., )1       

آماره كامل

آماره فرعي
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 آمارزيستي(Ph.D)دكتري تخصصي 

گاه آماره آن
n n

i k i
i i

T (x) t (X ),..., t (X )1
1 1 

 
 
 
 
 يك آماره كامل در فضاي پارامتر ،   .است  

nXآماره فرعي خانواده پارامترهاي مقياس: فرض كنيد ,...,X1        مشاهدات مسـتقل و هـم توزيـع از يـك خـانواده پـارامتر

xFمقياس با تابع توزيع تجمعي 
  

،0 اي كه تنها از طريـق  گاه هر آماره باشند. آنn 1  مقـدارn

n n

X X
,...,

X X
1 1 

  به نمونه وابسته باشد، يك آماره فرعي است. 

nبراي مثال n

n n n

X ... X X X
...

X X X
1 1 1 1 

   موضوع داريم:   فرعي است. براي نشان دادن اين  ، يك آماره  

n
i i n n

n n

X X
X Z F(y ,..., y | ) P y ,..., y

X X
1 1

1 1 1 1


  
 
       
 
 

  

n n
n n

n n n n

Z Z Z Z
P y ,..., y P y ,..., y

Z Z Z Z
1 1 1 1

1 1 1 1
 

   
    
        
       

   

  ) 3گزينه ( .3
3 3
3 1 1 3 1 2

6 15 5 10
4

  
        
 
 
 

   Pتا زوج باشند)  3مهره انتخابي،  4(از  

نكته: فرض كنيد NS s ,...,s1 يك فضاي نمونه متناهي باشد و  iP S
N
1گاه: ، آن    

A  تعداد عناصر موجود در   i
S A S Ai i

P S
N
1

 
     رخداد پيشامد)A (P   

  Sتعداد عناصر موجود در 

  هاي شمارش داريم:   با استفاده از روش Sو  Aحال براي محاسبه تعداد عناصر موجود در 
  

  شيء nاز  هاي ممكن به اندازه تعداد جايگشت
  با جايگذاري  يگذاريبدون جا  

!n  داراي اهميت ترتيب
(n )! 

  n    

n  بدون اهميت ترتيب 
  

   n 1   
  

   

  

باشد، هم براي صورت كسـر و   ميشوند و ترتيب مهم ن ها بدون جايگذاري انتخاب مي كه در صورت سوال، نمونه با توجه به اين

nهم براي مخرج كسر از رابطه 
  

  كنيم.   استفاده مي 
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  ) 1گزينه ( .4
x x x

X xF (x) P(X x) f (t)dt dt (arc tan t)
( t )2

1 1
1  

    
     

arc tan x arc tan x1 1 1
2 2
       

   

  ) 4گزينه ( .5
P(X چون دامنه توزيع پوآسن شامل اعداد غيرمنفي است Y ) P(X ,Y )0 0 0        

P(X توجه به استقلال بينبا  )P(Y ) Y,X0 0      

( ) ( )e e
e e e e e

! !

0 01 2 2 3 51 2 1 2 1 2
0 0

 
        

        
X)داراي توزيع پوآسن با پارامتر  Xنكته: متغير تصادفي  ~ P( ))  :است، اگر داراي تابع احتمال زير باشد  

x , ,...;0 1 0  ،
xeP(X x | ) f (x)

x!




      

E   داريم: يع پوآسن با پارامتردر توز (x)   
Var (x)     

t
XM (t) exp (e ) , t R1    

 
  

  ) 3گزينه ( .6

حالت خاصي از نامساوي چبيچف P X K
K 2
1     

K K K

P( X ) 2
12 2 42

1 11 2 164
      
 

      

  نوع چبيچف:  هاي از  نكات: نامساوي
hيك متغير تصادفي و Xنامساوي ماركف: اگر  ( تابعي غيرمنفي باشد كه 0( E h (x)  گاه براي هر ، آنa 0 :  

E(h (x))P(h(x) a)
a

    

hنامساوي چبيچف: با انتخاب (x) xنامساوي ماركف و با توجه به: ، درP( X a) P(X a )2 2     :داريم  
E(X )P( X a)

a

2
2    

  گاه:   داراي توزيع نرمال استاندارد باشد، آن Zنكته: اگر 

t

eP( Z t) , t
t

2
22 0



  


 

hيك متغير تصادفي با تابع مولد گشتاور Xنكته: فرض كنيد  t h  ، XM (t) گاه:   باشد. آن  
at

XP(X a) e M (t) , t h0      
at

XP(X a) e M (t) , h t 0       
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  ) 1گزينه ( .7
( ( ))X ~ U( , ) Var (x)

21 1 4 11 1 12 12 3
        

 

P ( X var (x) ) P( X ) P( X ) P(X ) P(X )13 3 1 1 13              
 

Xبراي Xكه مقادير  با توجه به اين 1  وX 1   :تعريف نشده است لذا داريم  
P( X Var (x) )3 0   

)داراي توزيع يكنواخت در فاصله Xمتغير تصادفي  , )1 2  است(X ~ U( , ))1 2     اگر داراي تـابع چگـالي احتمـال ،
  زير باشد:  

, x ,
f (x | , ) 1 2 1 2

2 11 2

1

0

               



  

Xاگر ~ U( , )1 2  گاه:   آن  

,E (x) 1 2
1 2 2 

  
   

,
( )

Var (x)
2

2 1
1 2 12 

  
   

t t

X

e e t , tM (t)

, t

2 1

2 1
0

1 0

       




  

  ) 2گزينه ( .8
fتابع (x , y) تابع چگالي احتمال توأم بردار تصادفي دو متغيره پيوسته(X,Y) باشد، اگر براي هر ميA R 2   داشـته

  باشيم:  

AP((X,Y) A) f (x, y)dx dy      

X X

Y Y

1 1 1
1 1 1

     


    
  

y x yP(x y) P( x y ) dx dy1
1 1

21 1 8 
            

 

yx xy x dy y y1 2 1 2
1 1 1

1 1 1 3 32 38 2 8 2 2  
       
     

 

y y y3 2 1
1

1 1 4 13 38 2 8 2
      
 

  

 ساير نقاط
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  باشد:   صورت زير مي روش ديگر حل مسئله به
  باشد، بنابراين مساحت كل برابر با يك است، لذا داريم:   مي 1و  - 1بين  Yو  Xكه دامنه تغييرات  با توجه به اين

P(X Y) 1
2 

  
  نكات:  

fاگر (x , y) تابع چگالي احتمال توأم بردار تصادفي دو متغيره پيوسته(X,Y)   :باشد، داريم  
E(g(x , y)) g (x , y)f (x , y)dx dy     

Xf (x) f (x , y)dy    

Yf (y) f (x , y)dx    
  ) 2گزينه ( .9

nباشد، وقتي با استفاده از قضيه ارگوديك كه تعميمي از قانون اعداد بزرگ مي    :داريم  
n

i
i

h (X ) E(h (x))
n 1

1


   

  بنابراين:  
n

in i
lim X E(X ) Var (X) E(X)

n
2 2 2 2

1

1 4 2 8
 

       

  فاهيم همگرايي نكات: م
nXهمگرايي در احتمال: دنبالـه متغيرهـاي تصـادفي    ,...,X1      در احتمـال بـه متغيـر تصـادفيX     همگراسـت، اگـر بـراي

0هر   :   nn
lim P X X 1


    يا nn
lim P X X 0


       

 nP X Xدور بودن ، احتمالnX  ازX دهد. اگر را نشان مي nX  بهX ،همگرا شود nP X X    بايد
بايـد   nبا افـزايش   فاصله داشته باشد Xاز  nXكه عبارت ديگر، احتمال اين  تر شود. به بسيار كم nكوچك باشد و با افزايش 

  به صفر ميل نمايد. يعني داريم:   nn
lim P X X 0


     

ــد   ــرض كني ــزرگ: ف ــداد ب ــعيف اع ــانون ض Xق ,X ,...1 ــا   2 ــع ب ــم توزي ــتقل و ه ــاي تصــادفي مس iEمتغيره X   

iVarو X 2    صورت باشند. ميانگين دنباله را به
n

n i
i

X X
n 1

1


  0گاه براي هر كنيم. آن تعريف مي   :  

 nn
lim P X 1


      

  همگراست.  در احتمال به nXيعني
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Xنكته: فرض كنيد ,X ,...1 را يـك تـابع پيوسـته در نظـر بگيـريم.       hهمگـرا باشـد و    Xه متغيـر تصـادفي   در احتمال ب 2
hگاه آن (x ),h (x ),...1 hدر احتمال به 2 (x)  .همگرا است  

تــر اســت. دنبالــه متغيرهــاي  همگرايــي قريــب بــه يقــين: نــوعي از همگرايــي كــه نســبت بــه همگرايــي در احتمــال قــوي 
Xتصادفي ,X ,...1 0دارند، اگر براي هر X، همگرايي قريب به يقين به متغير تصادفي 2   :  

nn
P lim X X 1



     
 

  

دهد، اما پيشـامدهاي ديگـري هـم از لحـاظ نظـري در       صورت همواره رخ مي اگر وقوع پيشامدي قريب به يقين باشد، در اين
طـور   ل مورد بررسي امكان وقوع دارند. اگرچه با افزايش فضاي نمونه، احتمال رخ دادن هـر پيشـامد ديگـري بـه    فضاي احتما

با بازه بسته Sطور مثال، فضاي نمونه  گرايد. به مجانبي به صفر مي ,0 گيـريم.   با توزيع احتمـال يكنواخـت را در نظـر مـي     1
nمتغير تصادفي

nX(S) S,X (S) S S   كنيم. براي هر را تعريف ميS [ , )0 1اگر ،n  گـاه  آنnS 0 .
nXبنابراين (S) S X(S) با اين حال .nX ( )1 2   براي هـر)n بنـابراين ،(nX ( )Xبـه عـدد   1( )1 1   همگـرا

]كه همگرايي در بازه جايي شود. اما از آن نمي , )0 ])Pافتد و اتفاق مي 1 , ))0 1 1،nX جا (قريب بـه يقـين) بـه     تقريباً همه
  همگرا است.  Xعدد 

Xفــــرض كنيــــد قــــانون قــــوي اعــــداد بــــزرگ: ,X ,...1 متغيرهــــاي تصــــادفي مســــتقل و هــــم توزيــــع  2

iEXبا  ،iVar X 2    صـورت  باشند و ميانگين دنباله به
n

n i
i

X X
n 1

1


    گـاه بـراي    تعريـف شـود. آن

0هر   :  nn
P lim X 1



     
 

   

  همگراست.   جا (قريب به يقين) به تقريباً همه nXيعني
Xهمگرايــي در توزيــع: دنبالـــه متغيرهــاي تصــادفي     ,X ,...1 همگــرا اســـت   Xدر توزيـــع بــه متغيــر تصـــادفي    2

Xاگر Xn n
lim F (x) F (x)


  همه نقاط (درx كهXF (x) (پيوسته است  
  دهد.   نكته: همگرايي در احتمال، همگرايي در توزيع را نتيجه مي

Xقضيه حد مركزي: فرض كنيد ,X ,...1 از متغيرهاي تصادفي مستقل و هم توزيع باشند كه تـابع مولـد گشـتاور     اي دنباله 2

iEXچنـين فـرض كنيـد    وجـود دارد. هـم   ها در همسايگي صـفر  آن   وiVar X 2   ،
n

n i
i

X X
n 1

1


  

nGو (x) بيانگر تابع توزيع تجمعيnn (X )


X،xگاه براي هر  باشد. آن      :داريم  

y
x

nn
lim G (x) e dy;

2
21

2





   

nnيعني (X )


كند كه  عبارت ديگر، قضيه حد مركزي بيان مي طور تقريبي داراي توزيع نرمال استاندارد است. به ، به
  طور تقريبي داراي توزيع نرمال خواهد بود.   با فرض شرايط خاص، ميانگين تعدادي متغير تصادفي مستقل، به

  گاه:   همگرا باشند، آن aدر احتمال به عدد ثابت  nYو Xدر توزيع به  nXسكي: اگرقضيه اسلات
n- الف nY X  در توزيع بهaX همگرا است، ب -n nX Y در توزيع بهX a ا است. همگر  
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  ) 4گزينه ( .10
ˆ ˆBias E( )       

n

i
i

(x x)
E(S) E *

n

2
2 2 2 2 211 1

10 10


 
 
 

       
 
 
 


  

دانيم :مي
n n

i i
i i

E (S ) E (X X) E (X X)
n n

2 2 2 2

1 1

1 1
1  

   
        
      

    

 

n

i
i

n n nE (X X) E S
n n n n

2 2 2

1

1 1 1 1
1 

               
   

 

n n* E S
n n

2 2 2 2 2 21 1 1 1
10 10

           
 

  

n
n

2 2
1010

 
      

Eصـورت  اسـت كـه بـه    ، تابعي ازاز پارامتر برآوردگر (MSE)نكات: ميانگين مربعات خطاي  ( )2
     تعريـف

  عبارت ديگر:  شود. به مي
 

MSE E ( ) Var (E ) Var (Bias )2 2 2
              

 

Eصورت به از پارامتر ميزان اريبي برآوردگر   شود. برآوردگري كه ميزان اريبي آن برابر صفر شـود،   تعريف مي
Eشود، يعني يك برآوردگر نااريب ناميده مي       

(دقـت) و ديگـري ميـزان اريبـي آن     باشد كه يكي ميزان تغييرپـذيري برآوردگـر    شامل دو مؤلفه مي MSEبنابراين شاخص 
  سنجد.   (صحت) را مي

  ) 4گزينه ( .11
Cov(U, ) Cov(X X ,X CX )1 2 1 2      

 
Cov(X ,X ) CCov(X ,X ) Cov(X ,X ) CCov(X ,X )1 1 1 2 1 2 2 2      

 
Var (X ) (C )Cov(X ,X ) CVar (X )1 1 2 21      

,Cov(Uناهمبسته بايد و Uكه  براي اين ) 0  صورت سوال، چنين با توجه به باشد. همX1 وX مستقل هسـتند   2

Cov(Xپس ,X )1 2 0 :است. بنابراين    Var (X ) CVar (X ) C C1 2
10 1 4 0 4        
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  ) 2گزينه ( .12

XYصورت كه به Yو  Xبا استفاده از تعريف ضريب همبستگي بين دو متغير 
X Y

Cov(X,Y) 
 

  باشد داريم:   مي 

xy
Cov (X ,aX bX C)

Var (X) Var (aX bX C)

2

2
  

 
  

 

Cov (X ,aX ) Cov(X, bX) Cov (X,C)

Var X Var (aX ) Var (bX) Cov(aX ,bX)

2

2 22
 
 

 

 

a Cov(X,X ) bVar (X)

Var X a var (X ) b Var (X) abCov(X ,X)

2

2 2 2 22


 
  

  است.   2شود، گزينه  اي كه به جواب منتهي مي تنها گزينه
  ) 1گزينه ( .13

nفرض كنيد nS X X ... X1 2     :داريم ،  

n n n nE(X | S ) E(X | S ) ... E(X | S )1 2     
 

n n n n n nE(X | S ) ... E (X | S ) E(S | S ) S1       
 

n
i n

S
E(X | S ) , i ,...,n

n
1     

 

S X X X
E(X | S ) X3 1 2 3

1 3 3 3
 

      
  ) 3گزينه ( .14

xصورت با استفاده از تعريف تابع توزيع كه به
X xF (x) P(X x) f (t)dt     باشـد، ميانـه توزيـع برابـر بـا       مـي

1عددي است كه در آن مقدار تابع توزيع برابر با
m  باشد يعني: 2

X xP(X m) F (m) f (t)dt 1
2     

1جـاي عـدد   دست آوردن چارك اول كافيست به كه ميانه برابر با چارك دوم است، براي به با توجه به اين
1، عـدد 2

را قـرار   4

1ه برابر بادهيم. يعني جايي از توزيع كه مقدار توزيع تجمعي تا آن نقط
  شده است:  4

Q Q
X xF (Q ) f (t)dt t dt1 1

1 0
1 124 4       

 
Qt Q Q2 21
0 1 1

1 1 1
4 4 2         

X،Q1با توجه به دامنه 
1
2   .درست است  

  Xجه به دامنه با تو
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  ) 2گزينه ( .15
(X )i

iX ~ N( , ) f (x | ) e

1 2
22 2 210

2



   


  

i
i

L( | X ,...,X ) ( ) exp X
10 102 2 22

1 10 2
1

12
2





 
     
  

   

i
i

Log L( | X) n ln X
102 2

2
1

1
2 

     

   

i
i

nLog L X
10 2

2 3
1

1 0


 
   

 
   

i
i

/X / n / /
102 2

1

1 6 0 16 0 0410
          

  نكات:  
شـود كـه    ناميـده مـي   MLEباشد كه به اختصار  نمايي مي دست آوردن برآوردگر ماكسيمم درست ، روشي براي بهMLروش 

  نمايي است.   براساس تابع درست
nXفرض كنيم (X ,...,X )1 بردار ،n دفي با تابع چگالي احتمال توأممتغير تصاf (x) كهKR   .باشد  

Xي براي هر مقدار داده شده xنمايي  ، تابع درستX  را تابع چگالي احتمال توأمX يعنيf (x) كنـيم كـه    تعريف مي
)Lشود و آن را با نماد در نظر گرفته مي ازصورت تابعي  به ) دهيم:   نشان مي  

L( ) f (x)    

nXاگر ,...,X1 نمونه تصادفي ،n هاي ي چگالي تايي از توزيعي از خانواده f (x) :  گاه:   نباشد، آ  
n

K n i K
i

L( | X) L( ,..., | X ,...,X ) f (X | ,..., )1 1 1
1

         

MLE پارامتر با كمك حل معادلهL( ) 0  


ln(يا معادل آن  L( ) 0  


 (x)آيد. بنابراين اگر دست مي ) به
  كه:   طوري باشد به برآوردگري براي

i) P ( (x) ) ,1      
  

ii) L( (X)) L( ) ,      
  شود.   در نظر گرفته مي نمايي برآوردگر ماكسيمم درست (X)گاه آن

X)داراي توزيع نرمال با پارامترهاي Xتوزيع نرمال: متغير تصادفي  ~ N( , )) ,2 2       است، اگر داراي تـابع چگـالي
  احتمال زير باشد:  

,
f (x) exp (x ) , x R , R ,2

2 22
1 1 0

22 

       
 
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  ) 3گزينه ( .16
گاه براي هـر   آنباشد،  نمايي برآوردگر ماكسيمم درست ̂نمايي (اگر با توجه به خاصيت پايايي برآوردگر ماكسيمم درست

)مثل تابعي از ) نمايي ، برآوردگر ماكسيمم درست( )  برابر باˆ( )  دسـت آوردن فاصـله اطمينـان     است)، براي به
  ها جذر گرفته شود.   انكافيست از كر براي

  ذكر اين نكته ضروري است كه سطح اطمينان تغييري نخواهد كرد.  
  ) 4گزينه ( .17

بايـد تـابعي از    ̂گاه وجود داشته باشد، آن ̂، يعنيمنحصر به فرد MLEباشد و  يك آماره بسنده براي پارامتر Tاگر 
T   باشد و اگرMLE منحصر به فرد پارامتر گاه يك  وجود نداشته باشد، آنMLE پارامتر توان انتخـاب كـرد كـه     را مي

  باشد.   Tتابعي از 
  ) 1گزينه ( .18

(X,S )يك آماره بسنده توأم كامل براي 2( , )2   2است. از طرفي براي هـر  ،ثـابتيX      يـك آمـاره بسـنده كامـل
nداراي توزيع كاي دو با S2است و براي 1 درجه آزادي است كه توزيع آن به     بستگي ندارد. بنـابراين، بنـابر قضـيه

  ها نيز از هم مستقل هستند.   هستند، لذا هر تركيب خطي از آنمستقل از هم  S2و Xثابت، 2و باسو، براي هر

   P (X )(S ) P X P(S )2 2 2 20 0         

  اين رابطه زماني برقرار است كه هر دو احتمال مثبت و يا هر دو احتمال منفي باشند، پس داريم:  

       P (X )(S ) P(X ) P(S ) P(X ) P(S )2 2 2 2 2 20 0 0 0 0               

   P X P(S ) P(X )P S2 2 2 2            

1 1 1 1 1
2 2 2 2 2       

  نكات:  
كامل است، اگر هيچ برآوردگر نااريب صفر غير از برآوردگر صـفر وجـود نداشـته     Tهاي توليد شده توسط آماره  خانواده توزيع

  عبارت ديگر:   باشد. يعني تنها برآوردگر نااريب صفر در اين خانواده خود صفر است. به
E (g (T)) ,0     

P (g (T) ) ,0 1     

طور مثال  هاي احتمالي است نه يك ويژگي از يك توزيع خاص. به بايد توجه نمود كه كامل بودن يك ويژگي از خانواده توزيع
Xاگر ~ N( , )0 g، با تعريف1 (x) x   :داريم  

Eg(X) P(g (X) )0 0 0      
 

هـا.   باشد نه يك خانواده از توزيع يست. با اين وجود اين حالتي از يك توزيع خاص مييك آماره كامل ن xشود  كه مشاهده مي
Xاما اگر ~ N( , )1 گاه:   آن  

Eg(X) P(g (X) ) ,0 0 1       
 

)Nهاي بنابراين خانواده توزيع , )1 باشد.   كامل مي  
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  ) 4گزينه ( .19
xef (x | ) Log f (x | ) x ln ln (x!)

x!

           

x x xln f (x | ) ln f (x | )
2 2

2
21 1                 

  

 

E (x ) E(x)E ln f (x | ) ( )
2 2 2

2 2
2 2 11 1 1

                       
  

E(X)(در توزيع پوآسن مقدار ميانگين برابر با واريانس است يعني Var (X)    (  

   ( ) b ( ) ( ) ( )2 20 1 2            

( ) , ( ) Var (T)
nn

11 2 1


  



  

  نكات:
  دهد.   برآوردگرهاي انتخابي ارائه مي نامساوي كرامر رائو، كران پايين براي واريانس

nXفرض كنيد ,...,X1       داراي توزيع تـوأم بـا تـابع چگـالي احتمـال تـوأمnP (X ,...,X )1    باشـند. اگـرT   برآوردگـر
)پارامتر )  رائو براساس يك نمونه تصادفي  - گاه نامساوي كرامر باشد، آنn تايي براي هر    به يكـي از دو روش زيـر

  خواهد بود:  

 

n

( ) b ( )
( ) Var (T)

E ln P (X ,...,X )

2

2
1

1 

 

    


 
  

  

 

( ( ) b ( ))( ) Var (T)

n E ln f (x)

2

22 

 

    
        

  

)bكه: طوري به ) E (T) ( )     بيانگر اريبي برآوردگرT در برآورد پارامتر( )    .است  
   )4گزينه ( .20

)1       ( )
Z Z Z Z

Z Z ~ N , ~ N , ~ X
2

21 2 1 2
1 2 10 2 0 1

2 2
  

    
 

دانيم:  مي   

)2   ( )
Z Z Z Z

Z Z ~ N( , ) ~ N( , ) ~ X
2

21 2 1 2
1 2 10 2 0 1

2 2
  

    
 

  

 
 

 
 

( )
( , )

( )

XZ Z / Z Z
( ),( ) ~ ~ F

XZ Z / Z Z

2 2 2
11 2 1 2

1 12 2 2
11 2 1 2

2
1 2

2

 
 

 
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  ) 3گزينه ( .21
  باشد:   T(X)و آماره آزمون Cيك تابع آزمون با ناحيه بحراني  اگر

P(خطاي نوع اول) Pدرست است) H0كه را رد كنيم وقتي H0(فرض    
   HP T(X) C E (X)

0 0
    )H0 درست استPT(X) C |    

  

P(خطاي نوع دوم) Pدرست است) H1كه قبول كنيم وقتي را H0(فرض    
  

 HP (T(X) C) E (X)
1 1

1    )H1 درستP(T(X) C |   

     E (X) E (X) P T(X) C
1 1 1

1 1 1           توان آزمون*    

    Pدرست است) H1كه را رد كنيم هنگامي H0(فرض
  ) 2گزينه ( .22

  كنيم:   پيرسون مسئله را حل مي - با كمك لم نيمن
H : f (x) x

H : f (x) x

3
0 0

2
1 1

4

3

 




  

f (x) xK K x x C
f (x) Kx

2
1

3
0

3 3
44

         

X C
*(x)

1
0


  


  

C C
HE ( *(X)) fx dx x C3 4 4

0 00
        

C C41 1 1
16 16 2        

Xبنابراين ناحيه بحراني برابر با 1
2   .است  

  نكات:  
fيك متغير تصادفي با تابع چگالي احتمال Xپيرسون: اگر  - لم نيمن (x | )  مند به آزمون و علاقهباشدH :1 1    در

Hمقابل :0 0     .باشيم  
K0را براي هر *اگر   صورت زير تعريف كنيم:   به  

c
(x C) f (x | ) K f (x | )

*(X)
(x C ) f (x | ) K f (x | )

1 0

1 0

1
0

         
  

)C ناحيه بحراني وcC ناحيه پذيرش(  
E*كه  طوري به ( (X))

0
    گـاه  باشـد، آن*(X)  تـرين آزمـون در سـطح    پرتـوان   بـراي آزمـونH0  در

  است.  H1مقابل

صورت در غيراين
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  ) 4گزينه ( .23
  نيمن داريم: - بندي فيشر ه دستهبا استفاده از قضي

  

n
n X i

i

h (x)
g (T (X)| )

ef (x | )

1 2
22 2 2 12

2

2 1
  




   


 

در نتيجه
n

i
i

X 2

1
 2يك آماره بسنده براي پارامتر  .است  

  نكات:  
 gتوابع غيرمنفـي   بسنده است اگر و تنها اگر براي هر براي پارامتر T(X)نيمن: آماره - بندي فيشر قضيه دسته

f  وجود داشته باشند كه: hو  (x | ) g (T(X | )h (X)    
g(T(X)كه طوري به | ) فقط از طريقT(X)  بهx بستگي دارد وh (x) به   كـه هـر    بستگي ندارد. با توجه بـه ايـن

Xeباشد، بنابراين تابع يك به يك از آماره بسنده نيز بسنده مي
2

  نيز يك آماره بسنده است.   
  ) 1گزينه ( .24

)(برآوردگر نااريب nTاگر واريانس ) رائو برابر باشد، - ) با كران پايين كرامرnT را يك برآوردگر نـاميم. كـران    را مي

)صورت رائو در اين حالت به - پايين كرامر )
I( )

2 


 )I( )  كارايي برآوردگر نااريبماتريس اطلاع) است. لذاnT صـورت   به

  زير است:

  ( )
n n

n

( ) / I
e (T )

Var (T )

2




 
  

n ne (T   عددي بين صفر و يك است و براي يك برآوردگر كارا، كارايي يك است.   (
)پارامتر UMVUيك برآوردگر  Tاز طرفي اگر  )  و باشد*T نيز يك برآوردگر نااريب( )  گاه كارايي باشد، آن*T 
  عبارتست از:

* *
n *

V (T)
e (T )

V (T )




  

*بنابراين *
ne (T )0 1   و كليه برآوردگرهايUMVU  دسـت آوردن   تند. لـذا بـراي بـه   با اين تعريف برآوردگر كـارا هس ـ

  دست آوريم، لذا داريم:   را به پارامتر UMVUكافيست برآوردگر  برآورد كارا براي پارامتر
n

x X in if (x | ) e L(x | ) e

1
11   


     


  

با توجه به فرم نمايي توزيع،
n

i
i

T X
1

سنده كامل براي پارامتر، آماره ب    است. حال تابعي از آماره بسـنده كامـل را بـه  

E(gنااريب باشد، يعني آوريم كه براي پارامتر دست مي (T))    .  
n

i
i

TT X ~ exp(n ) E(T) n E
n1

        
 

   
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لذا

n

i
i

X
T X
n n

1 


 ،UMVUE پارامتر   .است  

هـاي  يك متغير تصادفي با تـوزيعي از خـانواده توزيـع    Xشفه: فرض كنيد  - لهمن - بلكول - نكات: قضيه رائو P :  
)گاه براي هر پارامتر برآوردپذير باشد، آن يك آماره بسنده كامل براي T(X)باشد. اگر )     برآوردگر نااريـب يكتـا بـا ،

  وجود دارد.  T(X)بر پايه (UMVUE)ترين واريانس  كم
)ترين واريانس براي يك برآوردگر نااريب با كم T(X)آماره )  باشد اگر: مي  

E (T(X)) ( ) ,      
hو براي هر برآوردگر نااريب (X) پارامتر( )    :داشته باشيم  

Var (T(X)) Var (h (X)) ,    
  ) 4گزينه ( .25

اي حالات خاصي با شرايط معين وجـود دارد. حتـي   ترين آزمون يكنواخت براي هر آزمون فرضي وجود ندارد و فقط بر پرتوان
تـرين   مند به آزمون فرض ساده در مقابل فرض مركب با دو عضو هستيم، ممكن اسـت پرتـوان   در موارد بسيار ساده كه علاقه

تـرين آزمـون يكنواخـت وجـود      هاي دو طرفـه، پرتـوان   آزمون يكنواخت وجود نداشته باشد. در حالت كلي، براي آزمون فرض
بـراي آزمـون    UMPگـاه آزمـون    باشـند، آن  MLRكه خانواده توابع توزيـع داراي خاصـيت    طور كلي، در صورتي ارد. اما بهند

  هاي يك طرفه وجود دارد.  فرض
نكته: خانواده f : R نمايي يكنوا  ، داراي خاصيت نسبت درست(MLR) در آمارهT(X)اگـر بـراي    باشـد  مي

هر  1 ، نسبت0
f (x)

f (x)




1

0
  باشد.  T(x)تابعي غيرنزولي از

  ) 1گزينه ( .26
XMداراي تابع مولد گشتاور Xاگر  (t) گاه:   باشد، آن  

n
n (n)

X X tn
dE X M ( ) M (t)
dt   00  

tام تابع مولد گشتاور در نقطه  nام برابر با مشتق  nعبارت ديگر گشتاور  به 0   :است. از طرفي داريم  

 Var (X) E(X ) E(X) 22   

  را محاسبه كنيم:   Xدست آوردن واريانس كافيست گشتاور اول و دوم متغير  لذا براي به
t t

X t t
dE(X) M (t) e e
dt


 

     
 0 0

1 1 04 4  

 

t t
X t t

dE(X ) M (t) e e
dt

22
0 02

1 1 1
4 4 2 

     
 

 

 

Var (X) E(X ) E(X)   2 2 1
2  
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  ) 2گزينه ( .27

i  در توزيع نرمال داريم:   iP (X x ) P(X x )    1
2 

P (X ) P(X )      1
2 

P در نتيجه: (X ,X x ) P(X )P(X x )         1 1
1 1 1
2 2 4 

  رست بودن صورت سوال حذف شده است.با توجه به ناد .28

با فرض
x x x

Var
 

  
    

1 2 3
1 2 3

  داريم:  

X X X
Var Var (X ) Var (X ) Var (X )1 2 3

1 2 32 2 2
1 2 3 1 2 3

1 1 1 
     

       
 

Cov(X ,X ) Cov(X ,X ) Cov(X ,X )  
     1 2 1 3 2 3

1 2 1 3 2 3

2 2 2
 

2 2 2
1 2 3 12 13 232 2 2

1 2 3

1 1 1 2 2 2 1 1 1 1 1 1 6                  
  

 

  است.   2بنابراين با فرض درست بودن سوال، جواب گزينه 
  نكات:  
  گاه:   ضرايب ثابت، آن bو  aدو متغير تصادفي باشند و  Yو  X: اگر 1نكته 

Var (ax by) a Var (x) b Var (y) abCov(x, y)   2 2 2  
  باشند داريم:   مستقل از يكديگر Yو  Xاگر 

Var (ax by) a Var (x) b Var (y)  2 2  
  باشد:   صورت زير مي به Yو  X: ضريب همبستگي بين دو متغير تصادفي 2نكته 

XY
X Y

Cov(X,Y) 
 

 

  هاي آماري  روش
 )4گزينه ( .29

i  باشد: صورت زير مي به Xبر روي  yرگرسيون خطي ساده  مدل i iy X ,i ,..., n0 1 1       

)Nها داراي توزيعiكه در آن , )20  باشند و ميiها دو به دو ناهمبسته هستند يعنيi jcov( , ) 0    اين مـدل .
ايـن دليـل كـه تنهـا يـك        باشد. ساده است بـه  بين مي رگرسيوني يك مدل ساده، خطي در پارامترها و خطي در متغير پيش

صـورت نمـايي يـا ضـرب و تقسـيم پـارامتري        بين وجود دارد، خطي در پارامترها است چرا كه هيچ پارامتري بـه  متغير پيش
بين است چرا كه اين متغير با توان يك ظاهر شـده اسـت. بـه ايـن      ديگري بيان نشده است و همچنين خطي در متغير پيش

  گويند. اول مي  بين، مدل مرتبه پيشمدل خطي در پارامترها و متغير 
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براي تحليل مدل رگرسيوني از رويكرد آناليز واريانس كه برمبناي تقسيم مجموع مربعـات و درجـه آزادي متنـاظر بـا متغيـر      
  شود. باشد استفاده مي مي yپاسخ 

SSTO SSR SSE   
  

i(y)، ميزان تغييرپذيري مشاهدات پاسخSSTOمجموع مربعات كل ( گيـرد كـه هرچـه تغييرپـذيري بـين       مـي   را انـدازه  (

شود كه برابر است با مي تر بزرگ SSTOباشد  تر بيشمشاهدات پاسخ 
n

ii
SSTO (y y)2

1
   .  

)، معياري است كه آن بخش از تغييـرات متغيـر پاسـخ كـه توسـط خـط رگرسـيون بيـان         SSRمجموع مربعات رگرسيوني (
در محاسبه تغييـرات   Xشود، اثر متغير  تر بيش SSTOنسبت به  SSRعبارت ديگر، هرچه مقدار  دهد. به شود را نشان مي يم

  شود: صورت زير تعريف مي به SSRاست. مقدار  تر بيشكلي مشاهدات پاسخ 

iˆSSR (y y)2   
باشـد و   است كـه توسـط خـط رگرسـيون قابـل بيـان نمـي       )، ميزاني از تغييرپذيري متغير پاسخ SSEمجموع مربعات خطا (

  شود: تعريف مي زيرصورت  به
 i iˆSSE (y y )2   

R)ضريب تعيين را در كـاهش تغييرپـذيري متغيـر پاسـخ      Xگـوي   توان اثر پيش ، معياري است كه با استفاده از آن مي2(
  حاسبه نمود و برابر است با:) مyبيني  (كاهش عدم قطعيت در پيش

  SSR SSER
SSTO SSTO

2 1    

SSEكه باتوجه به اين SSTO0  لذاR 20 1 .  
باشـد. يعنـي    مـي  Xگـوي   عنوان ميزان كاهش در تغييرپذيري متغير پاسخ هنگـام اسـتفاه از پـيش    بنابراين ضريب تعيين به

Rهرچه كنـد (اثـر    ي در مجموع تغييرات كلي متغيـر پاسـخ ايجـاد مـي    تر بيشكاهش  Xباشد، استفاده از متغير  تر بزرگ 2
  است) تر بيشدر محاسبه تغييرات كلي مشاهدات پاسخ  Xمتغير 

SSEگـاه  اگر همه مشاهدات بر روي خط رگرسيون برازش شـده قـرار بگيرنـد آن    0 وR 2 1 عبـارت ديگـر تمـام     . بـه
  قابل بيان است. Xتوسط پيشگوي  iyتغييرات متغير پاسخ

b1گـاه  صـورت افقـي باشـد آن    كه خط رگرسيون برازش داه شده بـه  هنگامي 0 وiŷ y بنـابراين .SSE SSTO 

Rو 2 0عبارت ديگر رابطه خطي بين  . بهX  وy     وجـود نـدارد و پيشـگويx  گونـه كمكـي در كـاهش تغييرپـذيري      هـيچ
  كند. با استفاده از مدل رگرسيوني نمي iyمشاهدات

 )2گزينه ( .30
اظر در مقياس ضـرايب و خطاهـاي اسـتاندارد خواهـد شـد، امـا هـيچ تغييـري در         تغيير مقياس متغير منجر به تغييرات متن

  كنند. داري و تفسير ضرايب ايجاد نمي معني
  مانند. شود، اما ساير ضرايب مدل ثابت مي تقسيم مي cگاه ضريب متناظر با آن بر عدد  ضرب شود آن cدر عدد  jXاگر متغير

 tهاي آزمـون   يك از آماره شوند. هيچ ضرب مي cگاه تمام ضرايب رگرسيوني در عدد  ضرب شود آن cدر عدد  اگر متغير پاسخ
 گيرند. گيري متغيرها قرار نمي تحت تأثير تغيير واحدهاي اندازه Fو 
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Y cy  y  Dependent  
Independent  

__  c (c se )1 1   (se )1 1  X1  
/ c(se / c)1 1  __  __  cX1  

(se )2 2  c (c se )2 2   (se )2 2  X 2  
(se )0 0  c (c se )0 0   (se )0 0  Intencept  

SSR  c SSR2   SSR  SSR  
R 2  R 2  R 2  R-squarred  

  )2گزينه ( .31

~ Bin n, p 1
2

  
 

  Xاحتمال بهبودي= 

     p value p RH H p X p X p(X )
6 6

0 0
6 61 1 1 6 71 0 1 0 12 2 64 64 64
                              

  

  )3گزينه ( .32
pفرم كلي مدل رگرسيون خطي با 1 باشد: صورت زير مي متغير پيشگو به  

i i i p i,p iy X X X ,i ,..., n0 1 1 2 2 1 1 1           

,pكه در آن ,1 1  ناظر با متغيرهايپارامترهاي متpX , , X1 1 0و  هـا   باشـد. مانـده   عرض از مبداء مدل مـي

iداراي توزيع نرمال ~ N( , )20  باشند. مي  
بودن سطوح پاسخ اسـت. بنـابراين گـوئيم    ) و نه خطي iخطي بودن در اين مدل اشاره به خطي بودن برحسب پارامترها (

  باشد اگر بتوان آن را به فرم زير نوشت: رگرسيون برحسب پارامترها خطي مي
i i i i i,p p iy c c c c0 0 1 1 2 2 1 1             

iكه در آن i,pc , ,c0 1 ضرايبi     رسـيوني  باشـند. بـراي مثـال مـدل رگ     ها هستند كـه همـان پيشـگوهاي مـدل مـي

i i i iy X X0 1 1 2 2      برحســب ضــرايبic 0 1وi ic X1 1 وi ic X2 2  ــاي برحســب پارامتره
  باشد. خطي مي

اما مدل رگرسيوني i i iy exp X0 1     باشد.   يك مدل رگرسيون غيرخطي مي  

iهمچنين مدل i i i i i iy X X X X X2
0 1 1 2 1 3 2 4 1 2          نيز يك مدل رگرسيون خطي برحسـب

اي رگرسيوني مطـرح  ه اند. حال به بررسي خطي بودن مدل صورت خطي وارد مدل شده باشد چرا كه پارامترها به پارامترها مي
  پردازيم: شده مي

X ei i
i X ei i i

)y e
ye

0 1
0 1

1 11 1
1

  
     


  

i i
i

ln X e
y 0 1
1 1        

 
  

  باشد. يافته برحسب پارامترهاي خطي مي شود كه مدل تبديل مشاهده مي لذا با انجام تبديل لگاريتمي

i
i

) y
X0 1 2

12
1

  

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با در نظرگرفتن
i

c
X1 2

1
1




iyداريم:  c1 1 1    شود. كه به فرم خطي تبديل مي  

X e ii i
i i i

ln y
) y e ln X e

ln
2

0 1 1 2
0

3         


  

      i i iln y ln ln ln X ln e0 1 0 2 0          

  يافته برحسب پارامترهاي غيرخطي است. گردد كه مدل تبديل ز انجام تبديل ملاحظه ميپس ا
X ei i

i i i i)y e ln y ln X1
0 0 14           

  باشد. يافته بر حسب پارامترها خطي مي لذا با تبديل لگاريتمي، مدل تبديل
  )2گزينه ( .33

برابر حجـم گـروه    kموردنياز در يك گروه كه حجم  اي در صورتي دست آوردن حجم نمونه موردنياز در طرح دو نمونه براي به
  ديگر باشد داريم.

 Z Z / k

n , n kn

2 2

2
2 1 22

1 1    
 
  


  

كه حجم نمونه در دو گروه برابـر درنظـر گرفتـه     شوند. در صورتي اندازه اثر ناميده مي انحراف معيار مشترك و كه در آن

  شود داريم:

Z Z

n n

2 2

2
1 2 2

2    
 
  


  

)  لذا باتوجه به اطلاعات سؤال داريم: )/ /n n /
2 2

1 2 2 2
2 10 5 2 10 5 8 10 5 8411

42

       
   
 

  

  )4( گزينه .34
سـازي از واحـدهاي    شوند و سـپس تصـادفي   هاي همگن تقسيم مي هاي بلوكي، واحدهاي آزمايشي ناهمگن به بلوك در طرح

  شود. آزمايشي درون هر بلوك انجام مي
كـه   جـايي  شـود. از آن  درجه حرارت مختلف توليـد مـي   4محصول نان در  Bو  Aدر دو كارخانه طور مثال فرض كنيد  به

ممكن است حجم نان توليد شده تحت تأثير فرايندهاي مختلف و مواد خام مورد استفاده در اين دو كارخانه قرار بگيـرد،  
م هستند، بنابراين استفاده از طرح بلوكي با اندازه هاي توليد شده در هر كارخانه تقريباً مشابه به ه كه نان و باتوجه به اين

  شود. در هر بلوك توصيه مي 4
  طرح بلوكي كامل تصادفي

  واحدهاي آزمايش (درجه حرارت)  كارخانه (بلوك)
1  2  3  4  

A  متوسط  خيلي بالا  پايين  بالا  
B ينپاي  خيلي بالا  بالا  متوسط  

  

  له (درجه حرارت) و اثر بلوك (كارخانه توليد) باشد:كننده اثر مداخ لذا مدل آماري خطي بايد منعكس
       y overall constant Treatment Effect Block Effect Experimental Error    
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xو x1براي مثال فوق اثر درجه حرارت با استفاده از سه اينديكيتور xو 2 xو اثر بلوك با اينديكيتور 3 وارد مدل  4
ij  شوند. يعني: مي ij ij ij ij ijY X X X X0 1 1 2 2 3 3 4 4         

) در يك بلوك نيستيم و لذا اندازه هر Treatmentي مداخلات ( گاهي مواقع باتوجه به شرايط قادر به انجام بررسي همه
  شود. از اندازه ملاحظات مي تر كمبلوك 

بندي مختلف استفاده شده  فرمول 5رسي كيفيت يك محصول لبني از طور مثال فرض كنيد كه در يك كارخانه براي بر به
بنـدي ايـن محصـولات     كه فرمـول  جايي شوند. اما از آن است. افراد مختلفي جهت بررسي كيفيت اين محصول انتخاب مي

را بررسي محصول  3تري داشته باشند تنها هر فرد  هاي درست كه افراد تشخيص باشند، براي اين خيلي مشابه يكديگر مي
عنوان يك بلوك درنظـر گرفتـه    باشند بنابراين هر فرد به كه افراد مختلف داراي سلايق متفاوتي مي خواهد كرد. باتوجه به اين

تواند هر پنج فرمول محصول را در يك زمان ارزيابي كنـد   شود كه هر فرد نمي شود. باتوجه به اين محدوديت، مشاهده مي مي
  باشد. توان مورد ارزيابي قرار دهد. لذا هر فرد بيانگر يك بلوك ناقص مي ورد محصول را ميو تنها سه مورد از پنج م

  

افراد ارزياب 
  (بلوك)

  فرمول محصول
1  2  3  4  5  

1  ×  ×  ×      
2 ×  ×    ×    
3  ×  ×      ×  
4  ×    ×  ×    
5  ×    ×    ×  
6  ×      ×  ×  
7    ×  ×  ×    
8    ×  ×    ×  
9    ×    ×  ×  
10      ×  ×  ×  

  

هـا   از تعداد كل بلـوك  تر كمها برابر و  كي تصادفي ناقص متعادل، تكرار هر مداخله (درمان) در كليه بلوكهاي بلو در طرح
بـاهم در   2و1بنـدي   طـور مثـال، فرمـول    است. در مثال فوق هر مداخله دقيقاً سه بار با مداخله ديگر تكرار شده است. به

  اند. تكرار شده 3و  2، 1هاي  بلوك
  )4گزينه ( .35

pاي با وعهاز هر مجم 1 ،متغير پيشگوp 12  توانند ساخته شـوند. ايـن محاسـبه براسـاس ايـن       هاي جايگزين مي مدل
42عنوان مثال توان از مدل خارج يا وارد مدل نمود. به واقعيت است كه هر پيشگو را مي 16 4جموع مدل مختلف از م 

هـا بـرازش داد    را بـه داده  Xتوان مدل بدون متغيرهـاي   توان تشكيل داد. به اين صورت كه در ابتدا مي متغير پيشگو مي
iيعني iy 0   هاي با تنها يك متغير پيشگو . سپس مدل(X , X , X , X )1 2 3 هاي با دو متغيـر پيشـگو    ، مدل4

)X1 وX 2،X1 وX 3،X1 وX   ها برازش داد. ...) و غيره را به داده ،4
هـاي   باشـد. لـذا روش   پذير نمي تمالي امكانهاي رگرسيوني اح با افزايش تعداد متغيرهاي پيشگو، بررسي دقيق همه مدل

» تري هاي مناسب مدل«هاي رگرسيون كه براساس معيارهاي مشخصي  انتخاب مدل براي شناسايي گروه كوچكي از مدل
 هـا عبارتنـداز:   ترين آن هاي رگرسيوني وجود دارند كه مهم هستند توسعه يافته است. معيارهاي زيادي براي مقايسه مدل

pR 2،a,pR 2،pC،pAIC،pSBCوpPRESS .  
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pRمعيار pSSE: pRيا 2 توان  شود، معياري است كه با استفاده از آن مي عنوان ضريب تعيين چندگانه تعريف مي كه به 2
pXاثر متغيرهاي توضيحي , , X1 :را در كاهش تغييرپذيري متغير پاسخ محاسبه نمود كه عبارتست از  

p
p

SSE
R

SSTO
2 1   

pRدليل استفاده از معيار pRين مقدارتر بيشاين نيست كه مدلي را انتخاب كنيم كه داراي  2 باشد. چرا كه مقدار ضـريب   2
كند و بنابراين مدلي كه شامل همه متغيرهـاي توضـيحي    تعيين با اضافه كردن متغيرهاي توضيحي به مدل كاهش پيدا نمي

pباشد ( 1 ين مقدارتر بزرگير) داراي متغpR   است.   2

pRبنابراين هدف استفاده از معيار pدر انتخاب زير مدل رگرسيوني مناسب از تعداد 2 1  متغير توضيحي اينست كه دنبال
  داري در مقدار ضريب تعيين ايجاد نكند. هاي توضيحي تغيير معنياي باشيم كه بعد از آن اضافه كردن متغير نقطه
a,pRمعيار    :pMSEيا 2

pRهاي معيار دليل محدوديت به a,pR، معيار2   شود: ن پيشنهاد ميعنوان معياري جايگزي (ضريب تعيين تعديل شده) به 2

p p
a,p

SSE MSEnR SSTOn p SSTO
n

2 11 1

1

       


  

  گيرد.  اين معيار، تعداد پارامترهاي مدل رگرسيوني را از طريق درجه آزادي در نظر مي

a,pRتوجه به فرمول مقدار با SSTOكه مقدار كاهش پيدا كند چرا pMSEيابد اگر و تنها اگر مقدار افزايش مي 2
n 1 .ثابت است  

pRبرخلاف معيار a,pR، با افزايش تعداد پارامترها مقدار2 صورت كه مقدار افزايش در  ممكن است كاهش پيدا كند، بدين 2

pRمعيار   بران از دست دادن درجه آزادي اضافي كافي نيست.حدي كم است كه براي ج به 2
  (آماره مالوس): pCمعيار

  مقدار برازش شده از هر زير مدل رگرسيون مرتبط است. nاين معيار با مجموع ميانگين مربع خطاي 

 
n n

p i i ii i
ˆ ˆE(y ) (y )2 2

2 1 1
1

 
 

 
     

  
  

  باشد: مي p،pCيك برآوردگر مناسب

 
p

p
p

SSE
C (n p)

MSE X ,..., X1 1
2


    

pاگر مدل برازش داده شده رگرسيوني با 1 گاه متغير توضيحي داراي اريبي نباشد آن i iˆE y   :و داريم  

 pE C p  

هاي با اريبي  ترسيم شوند، مدل pهاي رگرسيوني احتمالي در مقابل  براي همه مدل pCكه مقادير  بنابراين هنگامي
pCدر نزديكي خط تر كم p هاي بدون اريبي پايين  توجه بالاي اين خط و مدل  هاي با اريبي قابل قرار دارند. مدل

  گيرند. اين خط قرار مي
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pXهايي از متغيرهاي دنبال شناسايي زيرمجموعه به pCه از معياردر استفاد ,..., X1 1ها ( هستيم كه براي آن (
  است. pدر نزديكي  pC) مقدار2كوچك است و ( pCمقدار

دهنده كم بودن  نشان pبه  pCبيانگر كوچك بودن مجموع ميانگين مربعات خطا است و نزديكي مقدار pCمقدار كوچك
  اريبي مدل رگرسيوني است.

  :pSBCو pAICمعيارهاي

a,pRبر معيارهاي علاوه p(AIC آكائيكه، معيارهاي اطلاعاتي pCو 2 p(SBCشوارتز و بيزي ( نيز براي اضافه كردن  (
ه شود كه آيا اضاف گيري مي گيرند كه با درنظر گرفتن اين جريمه نتيجه اي را در نظر مي هر متغير پيشگو در مدل جريمه

  شود يا خير. اين معيارها عبارتنداز: دست آورن برآوردهاي بهتري مي كردن پيشگوي اضافه به مدل باعث به
p pAIC n lnSSE n ln n p2    

p pSBC n lnSSE n ln n [ln n]p    
  بيني مربعات): (مجموع پيش pRRESSمعيار

توانند  نمود كه مقادير برازش شده يك زير مدل رگرسيوني تا چه حد مي توان بررسي معياري است كه با استفاده از آن مي
  يبني نمايند. خوبي پيش را بهiyهاي مشاهده شده پاسخ

iمجموع مربعات خطا iˆSSE (y y )2   نيز داراي چنين ويژگي است. اما تفاوتي كه معيارRRESS  با آن دارد در
ام از مطالعه حذف شده و برآورد تابع رگرسيوني براي زير مدل i، فرد iŷدست آوردن مقدار برازش شده ه براي بهاينست ك

nمفروض با استفاده از 1 بيني شده گيرد و با استفاده از آن مقدار پيش مشاهده ديگر صورت ميi(i)ŷ  براي فردi ام
  آيد. دست مي به

iاز: ام عبارتستiبراي فرد  PRESSبيني آماره  لذا مقدار خطاي پيش i(i)ˆy y و مقدارpPRESS  عبارتست از مجموع
  فرد، يعني: nبيني براي همه  مربعات خطاي پيش

n
p i i(i)i

ˆPRESS (y y )2
1

   

 شوند. عامل تورم واريانس عنوان كانديداي انتخاب مدل بهينه در نظر گرفته مي به pPRESSتر كممقادير  هاي با مدل
(VIF) پردازد.  خطي چندگانه در مدل رگرسيوني مي شاخصي است كه براي بررسي وجود هم  

  )2گزينه ( .36
  حله اصلي است:روش آزمون خطي عمومي شامل سه مر

  ) مدل كامل1
ها باشد كه به مدل كامل يا نامحدود معـروف اسـت. بـراي     ترين مدل براي داده نظر مناسب كنيم كه به ابتدا با مدلي شروع مي

  مدل رگرسيوني خطي ساده با خطاهاي نرمال، مدل كامل عبارتست از:
i i iy X0 1      

ها برازش داده و مجموع مربعات خطاي  نمايي ماكزيمم به داده ين مربعات يا روش درستتر مكاين مدل را با استفاده از روش 
  آوريم. دست مي  آن را به

i i i iˆSSE(F) y (b b X ) (y y ) SSE
22

0 1          



  
 

41  

 آمارزيستي(Ph.D)دكتري تخصصي 

  يافته ) مدل كاهش2
ييم. نما ها هستيم از مدل خارج مي يافته شامل مدلي است كه در آن متغيرهايي را كه مايل به بررسي اثرات آن مدل كاهش

  در مورد مدل رگرسيون خطي ساده با خطاهاي نرمال داريم:

a

H :

H :
0 1

1

0
0

 

 
  

  يافته آن عبارتست از: لذا مدل كاهش
i iy 0     

ها برازش داده و  نمايي ماكزيمم اين مدل را به داده ين مربعات يا روش درستتر كممشابه حالت قبل با استفاده از روش 
  آوريم. دست مي مجموع مربعات خطاي آن را به

i iSSE(R) (y b ) (y y) SSTO2 2
0       

  ) آماره آزمون3
 SSE(F)پردازيم يعني يافته مي دست آمده از برازش دو مدل كامل و كاهش حال به بررسي مجموع مربعات خطاي به

  .SSE(R)و
SSE(F)همواره داريم SSE(R) ي در مدل كامل هستند، بنابراين برازش تر بيش. دليل اين امر اينست كه پارامترهاي

كه  ي در اطراف تابع رگرسيون هستند. هنگاميتر كمكنند كه داراي انحرافات  ها ايجاد مي بهتري بر روي داده
يافته تأثير  گاه استفاده از مدل كامل در مقايسه با مدل كاهش نباشد، آن SSE(R)از مقدار تر كمخيلي  SSE(F)مقدار

در اطراف خط برازش داده شده نخواهد داشت، لذا استفاده از مدل  iyچنداني در كاهش تغييرپذيري مشاهدات
  شود. جاي مدل كامل توصيه مي يافته به كاهش

SSE(R)فاوت كمبنابراين ت SSE(F) بيانگر برقراري فرضH0 و تفاوت زيادSSE(R) SSE(F)  بيانگر برقراري
  باشد. مي aHفرض

  عبارتست از: aHدر مقابل H0آماره آزمون مناسب براي بررسي فرضيه
*

R F F

SSE(R) SSE(F) SSE(F)F
df df df

 


  

Rداراي توزيع H0كه تحت فرض F FF( ;df df ,df )1  گيري براساس آن عبارتست از: باشد. لذا قاعده تصميم مي  
*

R F F
*

R F F a

If F F( ;df df ,df ) , Conclude H

If F F( ;df df ,df ) , Conclude H
01

1

   


  
  

  )1گزينه ( .37
بنـدي شـده مـورد     از يك متغير بلوك تر بيشبندي شده،  جاي استفاده از يك متغير بلوك هاي بلوكي به گاهي مواقع در طرح

  بندي شده حذف شوند. گيرد تا از خطاهاي آزمايشي، تغييرات مربوط به هريك از متغيرهاي بلوك استفاده قرار مي
ك خـاص شـامل افـرادي بـا گـروه      بندي ممكن است شامل سن و درآمد افراد باشد كه هر بلو عنوان مثال متغيرهاي بلوك به

  باشند. سني مشخص و درآمد معلومي مي
بندي، اغلب نيازمند تعداد زيادي واحدهاي آزمايشي اسـت.   هاي بلوكي با بيش از يك متغير بلوك حال، استفاده از طرح با اين

هـايي كـه    ل اگر تعداد درمانشود، حا بلوك تشكيل مي 36گاه  كلاس باشند آن 6طور مثال اگر سن و درآمد هركدام شامل  به
  فرد براي بررسي است. 216گاه مطالعه نيازمند  درمان باشد، آن 6قرار است مورد مطالعه قرار بگيرند 
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واحد آزمايشي نباشيم، لذا بايد دنبـال طـرح    216با درنظر گرفتن ملاحظات مربوط به هزينه ممكن است مجاز به استفاده از 
ي از واحدهاي آزمايشي، واريانس خطاي آزمايشـي را  تر كمهمزمان اين دو متغير بلوكي و تعداد جايگزيني بود كه با استفاده 

  باشد. اندازه كافي كاهش دهد. طرح مربع لاتين، طرح مفيدي براي چنين وضعيتي مي به
و شـنبه   باشد. همچنـين فـرض كنيـد كـه روزهـاي هفتـه (دوشـنبه، سـه         Cو  Bو  Aفرض كنيد آزمايش شامل سه درمان 

شوند. يك طرح مربع لاتـين   بندي استفاده مي عنوان متغيرهاي بلوك ) به3و شماره  2و شماره  1چهارشنبه) و اپراتور (شماره 
  صورت زير است: به

  اپراتور  روز
1  2  3  

  B  A  C  دوشنبه
  A  C B شنبه سه

 C B A  چهارشنبه
  

  شوند. ها در هر روز اجرا مي تمام درمانكند و  توجه داشته باشيد كه هر اپراتور هر درمان را اجرا مي
  باشد: طرح مربع لاتين داراي خصوصيات زير مي

  باشد. ) ميTreatmentدرمان ( r) داراي 1
  باشد. كلاس مي rبندي هريك با  ) داراي دو متغير بلوك2
  باشد. ها مي ) هر سطر و هر ستون شامل تمام درمان3

  مزاياي اين طرح عبارتست از:
ي در تغييـرات خطاهـاي   تـر  بيشبندي باعث كاهش  جاي يك متغير بلوك بندي به همزمان از دو متغير بلوك) استفاده 1

  شود. آزمايشي مي
) با استفاده از طرح مربع لاتين قادر به بررسـي ترتيـب مكـاني    repeated measureهاي تكراري ( هاي اندازه ) در طرح2

  ها هستيم. اثرات درمان
  از:معايب اين طرح عبارتند

  ها باشد كه اين محدوديت در عمل سخت است. بندي بايد برابر با تعداد درمان هاي هر متغير بلوك ) تعداد كلاس1
عنوان مثال هيچ اثر متقابلي بين هريك از متغيرهاي بلوكي با درمان و همچنين  باشند (به هاي مدل محدود مي ) فرضيه2

  بين دو متغير بلوكي وجود ندارد).
گيرند، بـه تعـداد كمـي از درجـه آزادي      كه تعداد كمي درمان مورد مطالعه قرار مي از طرح مربع لاتين زماني ) استفاده3

هاي مورد مطالعـه زيـر باشـند، درجـه      كه تعداد درمان براي خطاي آزمايشي منجر خواهد شد. از طرف ديگر، هنگامي
  از ضرورت باشد. تر بزرگآزادي خطاي آزمايشي ممكن است 

نـدرت مـورد اسـتفاده     درمان مورد بررسي قرار بگيرند، طرح مربع لاتين به 8كه بيش از  به اين محدوديت هنگاميباتوجه 
  ها هستيم.  گاه نيازمند تكرارهاي اضافه درمان ) باشد آن4از  تر كمها كم ( گيرد. اگر تعداد درمان قرار مي

  ورت زير است:ص هاي ثابت و اثرات بلوكي به مدل طرح مربع لاتين با درمان
ijk i j k ijky p k000         

  كه:
is constant 000  

are constants subject to the restrictions i j kp k 0      i j kp , k  

are independent N( , )20  ijk 

i ,..., r ; j ,..., r ; k ,..., r1 1 1   
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ip ،اثر متغير بلوكي سطريjk اثر متغير بلوك ستوني وk باشد. جدول زير، جدول آناليز واريـانس   اثر اصلي درمان مي
  دهد: طرح مربع لاتين را با اثرات ثابت نشان مي

 E MS  MS  df  ss  Source of variation  

ip
r

r

2
2

1


 


  
SSROWMSROW

r 1


  r 1  SSROW  Row blocking 
variable  

jk
r

r

2
2

1


 


  
SSCOLMSCOL

r 1


  r 1  SSCOL  Column blocking 
variable  

kr
r

2
2

1
 

 


  
SSTRMSTR

r 1


  r 1  SSTR  Treatments  

2    
SSRemMSRem

r r1 2
 

    r r1 2   SSRem  Error  

    r 2 1  SSTO  Total  
  

  شود: صورت زير مي تكرار در هر سلول داشته باشيم مدل طرح به nكه  در حالتي
ijkm i j k ijkmy p k000         

i ,..., r ; j ,..., r ; k ,..., r ; m ,...,n1 1 1 1     
  دهد: تكرار در هر سلول را نشان مي nجدول زير، جدول آناليز واريانس طرح مربع لاتين با تعداد 

MS  MS  df  ss  Source of variation  
MSROW   r 1  SSROW  Row blocking variable  
MSCOL    r 1  SSCOL  Column blocking variable  
MSTR    r 1  SSTR  Treatments  

MSRem    nr r2 3 2   SSRem  Error  
    nr 2 1  SSTO  Total  

  

r  باتوجه به اطلاعات مسئله داريم: df (Error) nr r ( ) ( )n
23 3 2 2 9 3 3 2 112


          

  )1گزينه ( .38
)i) عبارت خطا2واريانس ( ) در مدل رگرسيونi i i iy X0        دسـت آوردن   با خطاهاي نرمـال بـراي بـه
 2 ،MSEبايد برآورد شود. يك برآوردگر نااريب بـراي  yبيني مقادير  هاي مختلف در مورد تابع رگرسيوني و پيش استنباط

E(MSE)باشد يعني مي 2 .  

i iˆ(y y )SSES MSE
n p n p

2
2

1 1
 

  
   

  

nداراي درجه آزادي SSEكه در آن  p 1   متناظر باp باشد. اگر توزيع خطاها در  متغير توضيحي وارد شده در مدل مي
وردگر نخواهد بود. برآ 2برآوردگر نيرومند MSEگاه  مدل رگرسيوني انحراف زيادي از توزيع نرمال داشته باشد آن
Eنيرومند، برآوردگري است كه درصورت انحراف از توزيع نرمال، MSE 2 در صورت عدم برخورداري خطاها از .

  خواهد بود. ) برآوردگري نيرومند برايMADتوزيع نرمال، برآوردگر انحراف مطلق ميانه (

 i iMAD median e median{e }
/

1
0 6745   
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  )3گزينه ( .39
)اي كندال ضريب همبستگي رتبه )   يك آماره ناپارامتري است كه براي سنجش همبستگي آماري ميان دو متغير تصـادفي

  رود. كار مي اي به رتبه
ــد  ــرض كني nف n(X , y ),(X ,Y ),..., (X ,Y )1 1 2 ــوأم    2 ــع ت ــا توزي ــر ب ــاديري از دو متغي ــند. دو زوج yو  Xمق  باش

i i(X , y jو ( j(X , y  هـاي دو مشـاهده بـاهم برابـر باشـند يعنـي هرگـاه        ناميم اگر رتبه ) ميconcordantرا سازگار ( (

i jX X گاه آنi jy y يا اگرi jX Xگاه  آنi jy y .برقرار باشند  
iشوند هرگاه ) ناميده ميdiscordantدو زوج نازسازگار ( jX X گاه آنi jy y يا اگرi jX Xگاه  آنi jy y 

iباشد. اگر jX X ياi jy yصـورت   گاه ضريب همبستگي كندال به شوند. آن ، زوج نه سازگار و نه ناسازگار ناميده مي
  شود: زير محاسبه مي

   هاي سازگار تعداد زوج - هاي ناسازگار تعداد زوج
   

n (n )1 12   
nر متناظر با تطابق و عدم تطابق كامل است. در صورت سؤالكه اين دو مقدا - 1+ و 1مقدار اين ضريب بين  6  فرد

 از  هاي مورد بررسي عبارتست اند. تعداد كل زوج ) مورد بررسي قرار گرفتهy) و عملكرد (Xلحاظ متغيرهاي نگرش ( به
6 152
 

 
 

  ايم داريم. اي نيز نداشته وده و هيچ زوج هم رتبهزوج ناسازگار ب 3كه  زوج. باتوجه به اين 

/
( )

12 3 9 3 0 61 15 56 52

    
 

  

  )3گزينه ( .40
هـاي مـورد مطالعـه مـورد      هاي تكراري افراد يكساني (شخص، فروشگاه، كارخانـه و ...) بـراي هريـك از روش    طرح اندازه

  دهد: دو صورت رخ مي  دهد. اين كار معمولا به استفاده قرار مي
  هاي مورد مطالعه را مشاهده نمايند. شوند تا تغييرات روش گيري مي كه افراد چندين بار در طول زمان اندازه ) زماني1
هـم   هـا بـا   گيرند و پاسخ به هريـك از ايـن وضـعيت    هاي مختلف قرار مي ها يا آزمايش كه افراد تحت وضعيت ) هنگامي2

  شوند. مقايسه مي
توان بررسي نمود كه آيا مصرف سـيگار در بـين افـراد بـا مصـرف       هاي تكراري مي براي مثال بااستفاده از يك طرح اندازه

مـاه بعـد از    6عنوان مثال با سه نقطه زماني: بلافاصله قبل، يك مـاه بعـد و    بالاي سيگار بعد از يك برنامه هيپنوتراپي (به
  برنامه هيپنوتيزم) تغيير كرده است.

گـذارد يـا خيـر     ا رنگ شيشه جلوي ماشين بر ميزان سرعت راننـده تـأثير مـي   كه آي عنوان مثال ديگر، براي بررسي اين به
هاي تكراري ميزان سرعت ماشين را درچهار وضعيت بـدون رنـگ، رنـگ ضـخيم، رنـگ       توان با استفاده از طرح اندازه مي

  متوسط و رنگ تيره شيشه جلوي ماشين بررسي نمود.
دهند چرا كه همـه منـابع    كه دقت خوبي براي مقايسه مداخلات ارائه ميگيري تكراري اين است  هاي اندازه مزيت اصلي طرح

  شوند. شوند و فقط تغييرات درون فردي وارد خطاهاي آزمايش مي تغييرپذيري بين افراد از خطاي آزمايش حذف مي
د اطمينان حاصل نمـود  ها داريم، ابتدا باي هاي تكراري را براي تجزيه و تحليل داده كه قصد استفاده از طرح اندازه هنگامي

هـاي   هاي تكراري قابل تحليل هستند. بنابراين تنها زماني استفاده از طـرح انـدازه   ها با استفاده از طرح اندازه كه اين داده
  از: ها عبارتند ترين آن ها برقرار باشد. كه مهم هاي موردنياز اين طرح در مورد داده تكراري مناسب است كه فرضيه

  دار در مشاهدات هاي پرت معني ه) عدم وجود داد1
  صورت تقريبي داراي توزيع نرمال باشند. هاي مورد مطالعه به ها در گروه ) داده2
  هاي زماني يكسان است. ) برقراري شرط كرويت: يعني همبستگي بين مشاهدات در همه تكرار3
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  )2گزينه ( .41
ود دارند: عوامل با اثرات ثابت و عوامل با اثـرات تصـادفي.   هاي ديگر دو نوع از عوامل وج در طرح آناليز واريانس و برخي روش

  ها دارد. آوري داده مناسب بودن هركدام از اين دو نوع بستگي به زمينه مشكل، سؤالات مورد علاقه و نحوه جمع
مقايسـه   طور مثـال: در يـك آزمـايش هـدف     اند. به آوري شده ها براي تمام سطوح عامل موردنظر جمع عامل اثرات ثابت: داده

عامل، و سه سطح مختلف دوز،  "مقدار مصرف دوز"جا،  باشد. در اين اثرات سه دوز مختلف يك دارو بر روي پاسخ بيماران مي
  و هيچ مطلبي در مورد دوزهاي ديگر گفته نشده است. باشند سطوح عامل مورد مطالعه مي

باشيم امـا تنهـا    مند به بررسي تمام سطوح عامل مي قهنظر داراي سطوح زيادي است كه علا عامل اثرات  تصادفي: عامل مورد
  ها وجود دارد.  يك نمونه تصادفي از سطوح در داده

مند به مطالعه اثر اپراتور ماشين بر كيفيت نهايي محصول است.  طور مثال يك توليدكننده بزرگ محصولات لوازم خانگي، علاقه به
  نمايد. اد زيادي از اپراتورها براي بررسي كيفيت نهايي محصول انتخاب ميمحقق يك نمونه تصادفي از اپراتورها را از تعد

صـورت   باشد متفاوت است. بنـابراين اگـر عامـل بـه     كه عامل موردنظر ثابت يا تصادفي مي ها بسته به اين تجزيه و تحليل داده
ات تصادفي با حجم نمونـه برابـر   با اثر Anovaگيري نادرست شود. مدل  بندي شود ممكن است منجر به نتيجه نادرست طبقه

  در هريك از سطوح عامل عبارتست از:
ij i ijy      

Where:   
are independent N( , )2

  i  

are independent N( , )20  ij 

and ij  are independent random variables i 

i ,..., r ; j ,..., n1 1   
منـد بـه    شـود و علاقـه   طور مجزا در مورد هر سطح عامل انجام نمـي  ها معمولا به با اثرات تصادفي، استنباط Anovaدر مدل 

وسـيله تغييرپـذيري سـطوح     راين ميزان كل تغييرپذيري متغير پاسخ را كه بهاستنباط در مورد كل سطوح عامل هستيم. بناب
  آوريم كه عبارتست از: دست مي عامل قابل محاسبه است به

y

2 2

2 2 2
 



 


   
  

شود. هرچه درصد تغييرات بيان شده متغير پاسخ توسط سطوح عامل موردنظر  كه مقداري بين صفر و يك را شامل مي
2شد يعنيبا تر بيش

 2نسبت به نمايد.  سمت يك ميل مي باشد، اين مقدار به تر بزرگ  
  دهيم: ها در سطوح مختلف برابر هستند يا خير آزمون زير را انجام ميiكه آيا ميانگين لذا براي بررسي اين

a

H :

H :

2
0

2

0

0




 

 
  

iها برابر هستند يعنيiبيانگر اينست كه همه H0فرضيه  اما فرضيه .aH  بيانگر اين است كهi.ها متفاوت هستند  
  باشد. با اثرات ثابت مي Anovaبا اثرات تصادفي مشابه با  Anovaتحليل واريانس 

* MSTRF
MSE n

2
2 2



 
  

  

اگر *F F ; r , r(n )1 1 1   شود.  گاه فرضيه صفر رد مي ، آن  
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  اين سوال حذف شده است.) 2گزينه ( .42
كه يك يا چند  هنگامي )، ميزان كاهش در مجموع مربعات خطا راExtra sum of squaresمجموع مربعات اضافي (

كه متغيرهاي توضيحي ديگر در مدل هستند) را  توجه به اين شوند (با متغير پيشگوي جديد وارد مدل رگسيوني مي
  كند. گيري مي اندازه

كه يك يا چند  عنوان ميزان افزايش در مجموع مربعات رگرسيوني هنگامي توان مجموع مربعات اضافي را به طور معادل مي به
  شوند تعريف كرد. توضيحي وارد مدل مي متغير

SSR(Xطور مثال به | X )2 Xمجموع مربعات اضافي مربوط به متغير 1 در مدل وجود دارد  X1كه متغير وقتي 2
  صورت زير است: براساس دو تعريف بالا به

SSR(X | X ) SSE(X ) SSE(X , X )
SSR(X | X ) SSR(X , X ) SSR(X )

2 1 1 1 2
2 1 1 2 1

 
  

  

  همچنين داريم:
SSTO SSR(X ,X ) SSE(X ,X ) SSR(X ) SSR(X | X ) SSE(X , X )1 2 1 2 1 2 1 1 2      

Xو X1باتوجه به صورت سؤال متغيرهاي xدر مدل وجود دارند، بنابراين مجموع مربعات اضافي مربوط به متغير 2 3 
Xو X1كه دو متغير هنگامي   در مدل هستند برابر است با: 2

SSR(X | X ,X ) SSR(X ,X , X ) SSR(X , X )3 1 2 1 2 3 1 2   
  يا
SSR(X | X , X ) SSE(X , X ) SSE(X ,X , X )3 1 2 1 2 1 2 3   

  باشد. ها نمي كدام از گزينه جواب در بين هيچ
  )1گزينه ( .43

  رجوع شود. 35به سؤال 
  )3گزينه ( .44

  باشد: زير ميصورت  مدل رگرسيون خطي ساده با يك متغير پيشگو به

i i iy X0 1      

)iEها خطاهاي تصادفي باiكه در آن ) 0  وi( )2 2    باشند و دو به دو ناهمبسته هستند يعني  مي

i j( , ) 0    براي همهi j.  
شود كه اين روش ميزان انحراف مشاهدات را از مقادير  براي برآورد پارامترهاي اين مدل از روش حداقل مربعات استفاده مي

  گيرد يعني: موردانتظار در نظر مي

 
n

i ii
Q y ( X ) 2

0 11
     

  آيند: دست مي صورت زير به ين مربعات پارامترها بهتر كمبرآوردهاي  1و 0باحل اين معادله نسبت به پارامترهاي
b y b X0 1   

i i

i

(X X)(y y)
b

(X X)1 2




 



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، برآوردگرهايي b1و b0كند كه تحت شرايط مدل رگرسيوني، برآوردهاي حداقل مربعات ماركف بيان مي - قضيه گاوس
  ين واريانس هستند.تر كمنااريب و در بين همه برآوردهاي نااريب خطي داراي 

E(bنااريب هستند يعني )0 0  وE(b )1 1 .  
رآوردگر ديگري ين واريانس در بين همه برآوردهاي نااريب خطي هستند يعني اين برآوردگرها نسبت به هر بتر كمداراي 

  ي دارند.تر كممتعلق به كلاس برآوردگرهاي نااريب كه يك تركيب خطي از مشاهدات پاسخ هستند تغييرپذيري 
  )1گزينه ( .45

توان مطمئن بود كه مدل مناسب  گيرد، معمولا نمي ها مورد استفاده قرار مي كه يك مدل رگرسيوني براي برازش به داده هنگامي
هاي مدل، ممكن است براي  چند ويژگي مدل مانند خطي بودن تابع رگرسيوني يا نرمال بودن مانده باشد. يك يا ها مي داده
ها قبل از انجام استنباط براساس آن  رو مهم است تا بررسي مناسب بودن مدل براي داده هاي موجود برقرار نباشد. از اين داده

  ها مناسب نباشد دو انتخاب اساسي وجود دارد: دادهمدل صورت پذيرد. اگر مدل رگرسيون خطي براي برازش بر روي 
  تر كردن مدل رگرسيوني و توسعه و استفاده از يك مدل مناسب ) رها1
  هاي تبديل شده مناسب باشد. ) استفاده از تبديلات مناسب تا مدل رگرسيون براي داده2

ها در مدل رگرسيون  . لذا براي اصلاح اين انحرافدهند عدم نرمال بودن خطاها و نابرابري واريانس خطاها معمولا باهم رخ مي
طور خودكار يك تبديل مناسـب   كاكس به - صورت پذيرد. روش باكس yخطي ساده بايد تبديل مناسب بر روي متغير پاسخ 

  كند. شناسايي مي yرا از يك خانواده از تبديلات تواني بر روي متغير 
yخانواده تبديلات تواني به فرم y   باشد كه پارامتر مي شود. لذا مدل رگرسيوني بـه   ها مشخص مي با استفاده از داده

  آيد: فرم زير در مي

i i iy X0 1
       

كاكس  - اشد كه بايد برآورد شود. روش باكسب بر ساير پارامترهاي مدل مي علاوه مدل رگرسيوني شامل يك پارامتر اضافي
  نمايد. را مشابه برآورد ساير پارامترها برآورد مي نمايي ماكزيمم پارامتر با استفاده از روش درست

  )2گزينه (  .46
pفرم كلي مدل رگرسيون خطي با 1 باشد: صورت زير مي متغير پيشگو به  

i i i p i,p iy X X ... X0 1 1 2 2 1 1          
Where:   

are parameters p, ,...,0 1 1    
are known constants i i,pX ,..., X1 1 

are independent N( , )20  i 
i ,..., n1 

  باشد: مي صورت زير فرم ماتريسي مدل فوق به
n n p p ny X1 1 1        

  كه:

,p

,p
n n p

n
n n n,p

X X X
y

X X X
y , X

y
X X X

11 12 1 1
1

21 22 2 1
1

1 2 1

1
1

1




 



 
  
      
      





   


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p n

p n

,

0 1
1 2

1 1

1

 



   
             
        

 
  

  باشد: صورت زير مي براي مدل رگرسيون خطي به Anovaجدول 
  

MS df  ss  Source of variation  
SSRMSR
p 1


  p 1  SSR b x y x Jy
n
1      Regression 

SSEMSE
n p




  n p  SSE y y b x y      Error  

  n 1  SSTO y y y Jy
n
1     Total 

  

nيك ماتريس Jكه در آن  n باشد و  با مقادير يك ميb باشـد   د حداقل مربعـات ضـرايب رگرسـيوني مـدل مـي     برآور
bيعني (x x) x y1  .  

E(MSE)باشد يعني مي 2يك برآوردگر نااريب MSEدر مدل رگرسيون خطي،  2    لذا درجـه آزادي واريـانس .
nخطا برابر است با p.  

nكه تعداد مشاهدات برابر توجه به اينبا 19 و تعداد پارامترهاي مدل برابر باp 3 باشـد، بنـابراين درجـه آزادي     مي
nواريانس خطا برابر است با p 16 .  

  )4گزينه ( .47
  اي گيري خوشه رح = حجم نمونه موردنياز در نمونهاثر ط× گيري تصادفي ساده حجم نمونه روش نمونه

clusterNنفر /3 2 1000 3200    

3200باشد لذا نفر مي 4كه متوسط تعداد افراد هر خانوار  باتوجه به اين 8004     خانوار براي برآورد شيوع بايسـتي مـورد

  مطالعه قرار بگيرند.
  )4گزينه ( .48

باشـد.   مـي  yابري واريانس خطا يك روش استفاده از تبديلات مناسب بـر روي متغيـر پاسـخ    براي كاهش و يا حذف نابر
  ممكن است رخ دهد اينست كه منجر به ايجاد يك رابطه رگرسيوني نامناسب شود. yمشكلي كه با تبديل متغير 

، روش حداقل مربعـات  وسيله يك مدل رگرسيوني مناسب تشخيص داده شد كه واريانس خطاها ثابت نيستند كه به زماني
  باشد كه روشي براساس تعميم مدل رگرسيون چندگانه است. وزني جايگزين مناسبي براي تبديلات متغير پاسخ مي

i i i p i,p iy X X ... X0 1 1 2 2 1 1          
Where:   

are paramenters p, ,...,0 1 1    
are known constants i i,pX ,..., X1 1 

are independent iN( , )20  i 
i ,..., n1 

  باشند. نمي 2لذا در اين مدل خطاها داراي واريانس ثابت
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 2اريانس ثابتتوان از برآوردگرهاي مدل رگرسيون معمولي با و يافته مي براي برآورد ضرايب رگرسيوني مدل تعميم
دست آوردن برآوردگرهاي  باشند اما ديگر داراي واريانس مينيمم نيستند. براي به استفاده نمود. اين برآوردگرها نااريب مي

د كنن ين واريانس، بايد ميزان اطلاعاتي را كه هركدام از مشاهدات در مورد تابع رگرسيون فراهم ميتر كمنااريب با 
تري را در مورد تابع  اطلاعات دقيق تر كمصورت وزني وارد مدل نمائيم به اين صورت كه مشاهدات با واريانس  به

  دهند. دست مي رگرسيون به

iدهي مشاهدات وجود دارد كه در فرم ساده آن اگر واريانس خطاها معلوم باشد هاي مختلفي براي وزن روش
i

w 2
1


 

  شود: صورت زير مي نمايي مشاهدات به شود لذا فرم تابع درست رفته ميدر نظر گ

 
n ni

i i i p i,pii

w
L( ) exp w y X X

1
2

0 1 1 1 111
1

2 2  


 
    

              
  

  

  )2گزينه ( .49
  گاه داراي تابع احتمال زير است: باشد آن داراي توزيع پوآسن با پارامتر xاگر متغير تصادفي 

xef (x) , x , , ,...,
x!

0 1 2 0



     

xاگر ~ p( ) گاه آنE(x)  .  
  است يعني: تر بيشلذا احتمال مشاهده متوسط تعداد تصادفات در طول يك هفته 

...E(X) 3 1 2 1 20 210 10
       

  )4گزينه ( .50
  رجوع شود. 41سؤال   به

  )1گزينه ( .51
X(n)عنيدرجه آزادي باشد ي nدو با  -داراي توزيع كاي Xاگر متغير تصادفي  ~ 2گاه ميانگين و واريانس آن برابر  ، آن

  است با: 

  
شود. بنـابراين   دو اينست كه با افزايش درجه آزادي شكل توزيع شبيه به توزيع نرمال مي -هاي توزيع كاي يكي از ويژگي

شـود شـكل    ابد كه ايـن امـر باعـث مـي    ي ها كاهش پيدا كند، درجه آزادي نيز كاهش مي كه تعداد سطرها يا ستون زماني
  يابد.  منحني از توزيع نرمال فاصله داشته باشد به اين معني كه پراكندگي توزيع افزايش مي
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