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 مشتق: فصل چهارم

,𝐴(𝑥𝐴  اگر 𝑌𝐴)  و  𝐵(𝑥𝐵, 𝑌𝐵)  دو نقطه از یک خط باشند شیب آن 

𝑀  به صورت  =
∆𝑦

∆𝑥
=

𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
 شود. تعریف می   

 ها بسازد 𝑥زاویه ای باشد که خط با جهت مثبت محور     𝛼همچنین اگر  

𝑀 = 𝑡𝑎𝑛𝛼   .است 

 

 

 

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                             

 :ب خطیشایسه مق

 الف( اگر شیب خط مثبت باشد هرچه زاویه حاده خط با جهت مثبت

 شیب خط بزرگتر است.  ها بیشتر باشد  𝑥  محور 

 

 

 اگر شیب خط منفی باشد هرچه زاویه منفرجه خط با جهت مثبت ب(

 ، شیب ها محور  ها کمتر باشد خط ها به خط عمودی نزدیکتر شده

 شوند.کوچکتر می  

𝑦  فرض کنیم نمودار تابع :خط مماس بر یک منحنی شیب = 𝑓(𝑥)  و نقطه ثابت  داده شده باشد

(𝑎, 𝑓(𝑎))  𝐴   ( روی این منحنی باشد؛ نقطه متغییر دیگری مانند𝑥, 𝑓(𝑥)) 𝐵    گیریمروی این منحنی در نظر می   

𝑀𝐴𝐵  از رابطه  𝐴𝐵  شیب خط قاطع =
∆𝑦

∆𝑥
=

𝑦𝐵−𝑦𝐴

𝑥𝐵−𝑥𝐴
=

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
 آید بدست می  

 به شیب    𝐴𝐵  نزدیک کنیم شیب خط قاطع  𝐴 را از دو طرف به نقطه   𝐴 اگر نقطه

 خیلی نزدیک    𝐴  به    𝐵 شود اگرنزدیک می   𝐴 در نقطه  𝑓  خط مماس بر منحنی

 لذا   از هر عدد مثبت کوچکی،کوچکتر شود(  𝐴  تا  𝐵  که فاصله شود ) به طوری

 شود.های قاطع نیز به شیب خط مماس بسیار نزدیک می شیب خط

    

 

𝐴 

𝐵 

∆𝑦 

∆𝑥 
𝛼 

𝛼 

𝑥𝐵 𝑥𝐴 

𝑀2 
𝑀1 

𝑀3 

𝑀1 
𝑀3 

𝑀2 

𝑥 = 𝑘 → 𝑀 تعریف  نشده 𝑦 = 𝑘 → 𝑀 = 0 90 < 𝛼 < 180 → 𝑀 > 0 0 < 𝛼 < 90 → 𝑀 > 0 

𝑀3 > 𝑀2 > 𝑀1 

𝑀3 > 𝑀2 > 𝑀1 

𝛼 𝛼 

𝑦 

𝑦 

𝑥 

𝑦 𝑦 

𝑥 𝑥 𝑥 

𝑦𝐵 
𝑦𝐴 
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𝑀 پس = lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)−𝑓(𝑎)

𝑥−𝑎
باشد مقدار آن   اگر حد فوق موجود و متناهی  𝐴  در  𝑓  شیب خط مماس بر منحنی  

𝑥  رد  𝑓  مشتق تابع = 𝑎  گویند و به صورت 𝑓 ,(𝑎)   دهند.نشان می 

𝑀𝐴𝐵         یگر:ریف دتع =
∆𝑦

∆𝑥
=

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 

 𝑀 = 𝑓′(𝑎) = lim
ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
 𝑓خط مماس بر منحنی 

 تعریف در نقاط خواسته شده حساب کنید. مشتق توابع زیر را به کمکمثال: 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2              𝑎 =  )الف 1

 

 

 𝑓(𝑥) = 2𝑥3 − 5              𝑎 =  ب )2

 

 

 𝑓(𝑥) = √𝑥              𝑎 =  ج )4

 

 

 𝑓(𝑥) =
3

𝑥
              𝑎 =  د)2−

 

 

𝑦 شیب خط مماس بر منحنیمثال:  = 𝑥2 − 3𝑥  را در نقطه به طول 𝑥 = ین منحنی به کمک واقع بر ا  1

 تعریف بدست آورید و سپس معادله خط مماس بر این منحنی را در این نقطه بنویسید.
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𝑥 در  𝑓 در شکل مقابل خط مماس بر منحنیمثال: = lim رسم شده است؛ حاصل  1
ℎ→0

𝑓(1+ℎ)−𝑓(1)

ℎ
را بدست   

 آورید.

 

 

 

 

 

 

 

 :ریف مشتق با ظاهری متفاوتتع

𝑓′(3) اگرمثال:  =  د.ری؛حاصل حد های زیر را بدست آو  5

  lim
𝑥→3

𝑓(𝑥)−𝑓(3)

𝑥2−9
 )الف =

 

  lim
𝑥→0

𝑓(3+4ℎ)−𝑓(3)

ℎ
 ب) =

 

   

 

 

 

lim اگر مثال: 
ℎ→2

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

3𝑥−6
=

4

3
lim حاصل  

ℎ→0

𝑓(2−ℎ)−𝑓(2)

2ℎ
 را بدست آورید.  

 

 

 

lim (الف                                                            موجود باشد آنگاه :  𝑓′(𝑎)اگر   نکته:
ℎ→0

𝑓(𝑎+𝑚ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
= 𝑚𝑓

′
(𝑎) 

lim (ب
ℎ→0

𝑓(𝑎 + 𝑚ℎ) − 𝑓(𝑎 + 𝑛ℎ)

𝑘ℎ
=

𝑚 − 𝑛

𝑘
𝑓

′(𝑎)                                                                                               

1 

2 

4 
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lim  راگمثال: 
ℎ→0

𝑓(2+3ℎ)−𝑓(2−3ℎ)

ℎ
= lim  حاصل  9

𝑥→2

𝑓(𝑥)−𝑓(2)

𝑥2−2𝑥
 را حساب کنید.  

 

 

 

𝑓′(3) ر اگمثال:  = 𝑓(3)و 2 = lim حاصل باشد؛   3
𝑥→3

𝑓2(𝑥)−𝑓2(3)

𝑥2−4𝑥+3
 را حساب کنید.  
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 :.یادداشت:نیم.::
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 :مشتق پذیری و پیوستگی

𝑓(𝑥) تابعمثال:  = ൜
𝑥2       𝑥 ≠ 2
1          𝑥 = 2

𝑥 را در  𝑓 را رسم کنید و به کمک تعریف مشتق پذیری   =  بررسی کنید.  2

 

 

 

𝑓(𝑥) عنمودار تابمثال:  = ൜
𝑥2          𝑥 ≤ 1
𝑥 + 2     𝑥 > 1

𝑥 را در  𝑓 را رسم کنید و مشتق پذیری   =  بررسی کنید.  1

 

 

𝑓(𝑥) نمودار تابعمثال:  = ൜
𝑥3       𝑥 ≥ 0
2𝑥       𝑥 < 0

𝑥 را در  𝑓 را رسم کرده و مشتق پذیری   =  بررسی کنید.  0

 

 

𝑥در    𝑓اگر تابع    :قضیه = 𝑎   مشتق پذیر باشد آنگاه در𝑥 = 𝑎  .پیوسته نیز است 

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥) تابع  مثال:  = ȁ𝑥 − 1ȁ  در𝑥 =  پیوسته است ولی در این نقطه مشتق ندارد. 1

 

 
𝑥در   𝑓عکس قضیه بالا درست نیست؛ یعنی اگر   نکته: = 𝑎  لزوما پیوسته باشد𝑓 ر د𝑥 = 𝑎 تق پذیر مش

 نیست.
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𝑥در  𝑓عکس نقیض گزاره بالا برقرار است یعنی اگر   (1 = 𝑎  .پیوسته نباشد آنگاه در این نقطه مشتق هم ندارد 

 کند.، وجود طبقات زیرین را ایجاد می( به شکل مقابل نگاه کنید؛ وجود هر طبقه2

 مشتق پذیری 

 پیوستگی 

 حد

𝑥در  𝑓مشتق راست و چپ تابع    :تعریف = 𝑎 را با نماد 𝑓′ + (𝑎)  و 𝑓′ − (𝑎)  دهیم و به صورت زیر نشان می

 کنیم:عریف میت

𝑓′ + (𝑎) = lim
ℎ→𝑎+

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= lim

ℎ→0+

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

𝑓′ − (𝑎) = lim
ℎ→𝑎−

𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)

𝑥 − 𝑎
= lim

ℎ→0−

𝑓(𝑎 + ℎ) − 𝑓(𝑎)

ℎ
 

 

𝑓(𝑥)تابع  مشتق چپ و راست مثال:  = ȁ𝑥2 − 1ȁ    را در𝑥 =  را بدست آورید.   1−

𝑥را در  𝑓الف( مشتق پذیری    =  بررسی کنید. 1−

𝑥های راست و چپ بر این منحنی را در ب( معادلات نیم مماس  =  بنویسید. 1−

 

 

 

 

 

 

 

 نکات:

3 
2 

 1 
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𝑦مشتق پذیری تابع مثال:  = ห𝑥3 − 2𝑥2ห رد  𝑥 =  بررسی کنید.  0

 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑦مشتق پذیری تابع مثال:  = ඥ𝑥 + 𝑥 را در  2 =  بررسی کنید.  2−

 

 

 

𝑦ذیری تابع مشتق پمثال:  = ඥ𝑥 − 1
𝑥 را در  3 = ید و معادله خط مماس بر منحنی را در این بررسی کن  1

 نقطه بنویسید.

 

 

 

 

𝑦در تابع   نکته: = ห𝑓(𝑥)ห  اگر 𝑥 = 𝑎   ادهسریشه 𝑓(𝑥)  باشد 𝑓  در 𝑥 = 𝑎  مشتق ندارد ولی اگر    

𝑥 = 𝑎  ریشه مضاعف 𝑓(𝑥)  باشد 𝑓  در 𝑥 = 𝑎  .مشتق پذیر است 

𝑦تابع مثال:  = ห𝑥3 − 6𝑥2 + 9𝑥ห   در𝑥 = 𝑥مشتق ندارد ولی در   0 =  مشتق دارد.  3
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𝑥در   𝑓اگر تابع  :تعریف = 𝑎  پیوسته باشد و در این نقطه مشتق چپ و راست نامتناهی داشته باشد در این

𝑥صورت خط  = 𝑎  را مماس قائم بر منحنی𝑓 ( در نقطه𝑎, 𝑓(𝑎) گویند بدیهی است که )𝑓′(𝑎)   در این حالت

 وجود ندارد.

 

 

𝑦تابع ( 1 = ඥ𝑎𝑥 + 𝑏
𝑛 ( به ازای ریشه زیر رادیکال𝑥 =

−𝑏

𝑎
 ( مشتق پذیر نیست.

 نیست و لذا مشتق نداره.زوج باشد تابع در این نقطه پیوسته   𝑛 الف( اگر

 متناهی است.فرد باشد تابع در این نقطه پیوسته است ولی شیب خط مماس بر نمودار در این نقطه نا  𝑛ب( اگر

 

𝑦مشتق پذیری تابع مثال:  = ሾ𝑥ሿ   را در𝑥 =  ید.بررسی کن  1

 

 

 

 

𝑓(𝑥)پذیری توابع  مشتقمثال:  = (𝑥 − 2)ሾ𝑥ሿ    و𝑔(𝑥) = (𝑥 − 2)2. ሾ𝑥ሿ  در را 𝑥 =  بررسی کنید.  2

 

 

 

 

 

 

 نکات:
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 :نقاط مشتق ناپذیر

𝑥در   𝑓اگر تابع  = 𝑎 .هر یک از شرایط زیر را داشته باشد در این صورت در این نقطه مشتق پذیر نیست 

1 )𝑓    در𝑥 = 𝑎  .پیوسته نباشد 

2) 𝑓    در𝑥 = 𝑎   و مشتق چپ در پیوسته باشد و مشتق راست𝑥 = 𝑎 

 موجود ) متناهی ( ولی نابرابر باشند ) نقطه گوشه ای ( 2الف( هر

 قطه گوشه ای (نب( یکی متناهی و دیگری نامتناهی باشد ) 

 ( بازگشت ) نقطه پ( هردو نامتناهی باشند و غیر علامت

 ) مماس قائم ( هم علامت باشند دو نامتناهی و ت( هر
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 تابع مشتق مثال

 𝑦 , = 0 1) 𝑦 = 𝑐   

𝑦 = 3𝑥 − 5 → 𝑦 , = 𝑦 , = 𝑎 2) 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏 

𝑦 = 𝑥3 → 𝑦 , = 𝑦 , = 𝑛𝑥𝑛−1 3) 𝑦 = 𝑥𝑛  (𝑛 ∈ ℕ) 

 𝑦 , =
−1

𝑥2
 4) 𝑦 =

1

𝑥
 

 𝑦 , =
1

2√𝑥
 5) 𝑦 = √𝑥 

𝑦 = ඥ3𝑥 − 2 → 𝑦 , = 𝑦 , =
𝑎

2ඥ𝑎𝑥 + 𝑏
 6) 𝑦 = ඥ𝑎𝑥 + 𝑏  

 𝑦 , =
1

3ඥ𝑥23
 7) 𝑦 = √𝑥

3 

𝑦 = √𝑥
5

→ 𝑦′ = 𝑦 , =
1

𝑛 ඥ𝑥𝑛−1𝑛
 8) 𝑦 = √𝑥

𝑛 

𝑦 = ඥ𝑥37
→ 𝑦′ = 𝑦 , =

𝑚

𝑛 √𝑥𝑛−𝑚𝑛  9) 𝑦 = √𝑥𝑚𝑛 

𝑦 = 2𝑥3 → 𝑦′ = 𝑦 , = 𝑎𝑓′(𝑥) 10) 𝑦 = 𝑎𝑓(𝑥) 

𝑦 = 𝑥4 + 𝑥2 → 𝑦′ = 𝑦 , = 𝑓′(𝑥) + 𝑔′(𝑥) 11) 𝑦 = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥) 

𝑦 = 𝑥5 − √𝑥 → 𝑦′ = 𝑦 , = 𝑓′(𝑥) − 𝑔′(𝑥) 12) 𝑦 = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) 

𝑦 = √𝑥൫𝑥2 + 1൯ → 𝑦′ = 𝑦′ = 𝑓(𝑥) × 𝑔′(𝑥) + 𝑓(𝑥) × 𝑔′(𝑥) 13) 𝑦 = 𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥) 

𝑦 =
𝑥3

𝑥2 + 𝑥
→ 𝑦′ = 𝑦 , =

𝑓(𝑥) × 𝑔′(𝑥) + 𝑓(𝑥) × 𝑔′(𝑥)

ൣ𝑔(𝑥)൧
2

 14) 𝑦 =
𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
 

𝑦 =
2𝑥 − 3

5𝑥 + 4
→ 𝑦′ = 𝑦 , =

𝑎𝑑 − 𝑏𝑐

(𝑥 + 𝑑)2
 15) 𝑦 =

𝑎𝑥+𝑏

𝑐𝑥+𝑑
 

 𝑦′ = 𝐶𝑜𝑠𝑥 16) 𝑦 = 𝑆𝑖𝑛𝑥 

 𝑦′ = −𝑆𝑖𝑛𝑥 17) 𝑦 = 𝐶𝑜𝑠𝑥 

 𝑦 , = ൫1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥൯ =
1

𝐶𝑜𝑠2𝑥
 18) 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑥 

 𝑦 , = −൫1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑥൯ =
−1

𝑆𝑖𝑛2𝑥
 19) 𝑦 = 𝐶𝑜𝑡𝑥 
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 3)اثبات 

 

 

 

 

 

 5)اثبات

 

 

 

 

 

 6)اثبات

 

 

 

 

 

 7)اثبات
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 16)اثبات

 

 

 

 

 17)اثبات

 

 

 

 

 18)اثبات

 

 

 

 

 19)اثبات
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 توابع زیر را بدست آورید. مشتقمثال: 

 𝑓(𝑥) = 𝑆𝑖𝑛𝑥 × 𝑡𝑎𝑛𝑥الف( 

 

 

 𝑔(𝑥) =
5𝐶𝑜𝑠𝑥

3−𝐶𝑜𝑡𝑥
 ب)

 

  𝑓𝑜𝑔 دو تابع مشتق پذیر باشند در این صورت تابع  𝑔 و  𝑓 اگر :تابع مرکب )قاعده زنجیری( شتقم

 باشد داریم:  𝑢 تابعی بر حسب  𝑓 و  𝑥 تابعی بر حسب  𝑢 به بیان دیگر اگر   ′(𝑓𝑜𝑔) مشتق پذیر است و

𝑦 = 𝑓(𝑢) → 𝑦′ = 𝑢′ × 𝑓′(𝑢) 

 توابع زیر را بدست آورید.  مشتقمثال: 

 𝑦 = (𝑥3 − 4𝑥 +  )الف4(5

 

 

 𝑦 = 𝑆𝑖𝑛2𝑥(ب 

 

 

 𝑦 = 𝑆𝑖𝑛𝑥2(ج 

 

 

 𝑦 = ඥ𝐶𝑜𝑠𝑥
 د)3
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 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛4(6𝑥2 +  ه)(1

 

 

 𝑦 = (𝑥3 − 2) × ඥ5 − 𝑥2(و 

 

 

 𝑦 =
(𝑥2−3𝑥)5

√6𝑥−1
 )ز

 

 

 

 تابع مشتق مثال

𝑦 = (𝑥2 − 3𝑥)4 → 𝑦′ 𝑦′ = 𝑛𝑢𝑛−1 × 𝑢′ 𝑦 = 𝑢𝑛 

𝑦 =
1

6𝑥2 + 𝑥
→ 𝑦′ 𝑦′ =

−𝑢′

𝑢2
 𝑦 =

1

𝑢
 

𝑦 = ට3 − √𝑥 𝑦′ =
𝑢′

2√𝑢
 𝑦 = √𝑢 

𝑦 = ඥ𝑥2 − 4𝑥
3  𝑦′ =

𝑢′

3ඥ𝑢23
 𝑦 = √𝑢

3  

𝑦 = 𝑆𝑖𝑛(6𝑥 − 𝑥2) 𝑦′ = 𝑢′ × 𝐶𝑜𝑠𝑢 𝑦 = 𝑆𝑖𝑛𝑢 

𝑦 = 𝐶𝑜𝑠(𝑥3 + 1) 𝑦′ = −𝑢′ × 𝑆𝑖𝑛𝑢 𝑦 = 𝐶𝑜𝑠𝑢 

𝑦 = 𝑡𝑎𝑛(√𝑥
3

) 𝑦′ = 𝑢′(1 + 𝑡𝑎𝑛2𝑢) 𝑦 = 𝑡𝑎𝑛𝑢 

𝑦 = 𝑐𝑜𝑡𝑥3 𝑦′ = −𝑢′(1 + 𝐶𝑜𝑡2𝑢) 𝑦 = 𝐶𝑜𝑡𝑢 
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𝑓൫𝑥2 اگرمثال:  + 2൯ = 2𝑔(3𝑥 − 1) + 𝑔′(5) و  5 =  را حساب کنید.  𝑓′(6) باشد مقدار  12

 

 

 

1− برابر  𝑑 مماس است اگر شیب خط  𝑓 ( بر نمودار تابع1,5−در نقطه )  𝑑 خطمثال: 

2
𝑔(𝑥) و   = √𝑥

3
× 𝑓(𝑥)  

 ( 1401تجربی کدام است؟ )  𝑔′(1) باشد مقدار

1 )−4

3
      2)−1

3
      3)7

6
     4)13

6
 

 

 

 

 

 

 مشتق توابع زیر را در نقاط خواسته شده پیدا کنید.مثال: 

 𝑦 = 2𝑥(𝑥 − 1)(𝑥 + 1)൫𝑥2 + 1൯          𝑥 =
1

2
 الف)

 

 

 𝑦 = 𝐶𝑜𝑠2𝑥 − 𝑆𝑖𝑛2𝑥          𝑥 =
𝜋

6
 )ب

 

 𝑦 =
𝑥ඥ𝑥+5+√𝑥(𝑥+5)

ඥ𝑥2+5𝑥
           𝑥 =  ج)4

 

 و سپس مشتق بگیریم.اگر ضابطه تابع ساده شود بهتر است ابتدا آن را ساده کنیم  نکته: 
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 𝑦 = (ඥ𝑥3 + 2𝑥 − ඥ𝑥3)10 × (ඥ𝑥3 + 2𝑥 + ඥ𝑥3)10          𝑥 =
1

2
 د)

 

 

 

𝑦 اگر :مشتق عامل صفر شونده = 𝑓(𝑥) × 𝑔(𝑥)  و 𝑓   و𝑔  در𝑥 = 𝑎  پیوسته باشند و 𝑓(𝑎) = برای   0

𝑦 تق تابعشمحاسبه م = 𝑓(𝑥) × (𝑥)  در 𝑥 = 𝑎  تنها کافی است از تابع 𝑓  (مشتق گرفته و در عبارت صفر شونده )

𝑥 ضرب کنیم و سپس مقدار  𝑔 تابع = 𝑎  .را قرار دهیم 

𝑓(𝑥)تابع  مشتقمثال:  =
(𝑥−2)ඥ5𝑥−6

𝑥3−6𝑥
𝑥 را در   =  بدست آورید.  2

 

 

𝑦تابع  مشتقمثال:  = (𝑥2 − 3𝑥 + 2)(𝑥6 − 3𝑥)5  را در 𝑥 =  بدست آورید.  1

 

 

 

 

𝑓(𝑥)مشتق تابع مثال:  =
(𝑥2−6𝑥+9) ඥ𝑥+5

3

𝑥
𝑥 را در   =  حساب کنید.  3

 

 

 

 

 

 باشد؛ مشتق آن تابع در ریشه های عامل صفر شونده؛ صفر است. 1شونده عددی بزگتر از  عاملاگر توان  :نکته 
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 را در نقاط خواسته شده در صورت وجود بیابید.توابع زیر  مشتقمثال: 

 𝑓(𝑥) = ቚ𝑥2 − 1ቚ + ȁ𝑥 − 3ȁ       𝑥 =  الف) 2

 

 

 𝑓(𝑥) = ቚ𝑥2 − 1ቚ        𝑥 =  ب) 1

 

 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + ሾ4𝑥 + 1ሿ       𝑥 =
1

3
 ج) 

 

 

 𝑓(𝑥) = 𝑥2ሾ𝑥ሿ + ȁ𝑥 − 2ȁ         𝑓′
+

 د) (2)

 

 

 

 یادداشت::..::نیم

 

 

 
 جزءصحیح باید ابتدا قدر مطلق را با تعیین علامت و  جزء توابع قدر مطلقی وبرای محاسبه مشتق اگر  :نکته

 صحیح را با تعیین مقدار حذف کنیم و سپس مشتق را محاسبه کنیم؛ البته به شرط آنکه تابع در نقطه داده شده مشتق پذیر باشد.
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 :مشتق پذیری روی یک بازه

,𝑎تابع  روی بازه )  𝑏مشتق پذیر است هرگاه ) 𝑓  .در هر نقطه از این بازه مشتق پذیر باشد 

,ሾ𝑎تابع  روی بازه  𝑏)  همشتق پذیر است هرگا 𝑓  ( در بازه𝑎, 𝑏مشتق پذیر و در نقطه ) 𝑎   مشتق راست داشته

 باشد.

,𝑎تابع  روی بازه 𝑏ሿق پذیر است هرگاه( مشت 𝑓   بازه )در𝑎, 𝑏مشتق پذیر و در نقطه ) 𝑏   داشته باشد. چپمشتق 

,ሾ𝑎تابع  روی بازه  𝑏ሿ مشتق پذیر است هرگاه 𝑓  ( در بازه𝑎, 𝑏مشتق پذیر و در نقطه ) 𝑎  و مشتق راست 

𝑥در   = 𝑏  داشته باشد.مشتق چپ 

𝑓(𝑥) نمودار تابعمثال:  = ൜ 𝑥2    − 2 ≤ 𝑥 ≤ 1
 𝑥 + 1            𝑥 > 1

 و   ሾ−2,1ሿ را روی بازه های  𝑓 را رسم کنید و مشتق پذیری  

(1,  بررسی کنید.  ሾ1,2ሿو   (∞+

 

 

 

 

 

 

𝑓(𝑥) اگرمثال:  = ൝

2𝑥 + 4               𝑥 < −1

𝑥2 − 1    − 1 ≤ 𝑥 < 2
−𝑥 + 5         2 < 𝑥 < 5

 را روی بازه های  𝑓 را رسم کنید و مشتق پذیری  𝑓 نمودار  

ሾ−1,1ሿ ,  (2,5)  وሾ−2,0ሿ  .بررسی کنید 
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𝑦  اگر مشتق تابع :مشتق مرتبه دوم = 𝑓(𝑥)  مشتق تابع  یک تابع مشتق پذیر باشد مشتق ،𝑓  را مشتق مرتبه

"𝑦  گویند و به صورت  𝑓دوم  = 𝑓"(𝑥)   دهیم.نشان می 

𝑦  اگرمثال:  = 5𝑥3 + 2𝑥2 + 𝑥 −  را پیدا کنید.  "𝑦 آنگاه 2

 

 

 

 

 

𝑦  ( اگر 1 = 𝑎𝑥𝑛 + 𝑏𝑥𝑛−1 + 𝑦(𝑛) آنگاه  ⋯ = 𝑎. 𝑛!     و𝑦(𝑛+1) = 0 

𝑦  اگر ( 2 = (𝑎𝑥 + 𝑏)𝑛  آنگاه 𝑦(𝑛) = 𝑎𝑛 . 𝑛!   و  𝑦(𝑛+1) = 0 

𝑦  ( در توابع3 = 𝑆𝑖𝑛𝑥   و  𝑦 = 𝐶𝑜𝑠𝑥   گردند. برمیپس از چهار بار مشتق گیری به خودشان 

𝑦  اگرمثال:  = 𝑆𝑖𝑛𝑥  آنگاه𝑦(50)  .را حساب کنید 

 

 

𝑓(𝑥)اگرمثال:  =
𝑥

𝑥2+1
lim  باشد حاصل  

ℎ→0

𝑓′(−1+ℎ)−𝑓′(−1)

ℎ
 را بدست آورید.   

 

 

 

 

 

 

 نکات:

𝑆𝑖𝑛𝑥 

𝐶𝑜𝑠𝑥 

−𝑆𝑖𝑛𝑥 

−𝐶𝑜𝑠𝑥 
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𝑥 از  𝑥 وقتی  𝑥 نسبت به  𝑓 آهنگ متوسط تغییرات تابع :آهنگ متوسط تغییرات = 𝑎  تا 𝑥 = 𝑏   تغییر

𝑦∆ برابر است با: کندمی

∆𝑥
=

𝑓(𝑏)−𝑓(𝑎)

𝑏−𝑎
 است.  𝐴𝐵 در واقع همان شیب خط قاطع  

𝑥 در 𝑓 لحظه ای تغییرات تابع آهنگ:آهنگ لحظه ای تغییرات = 𝑎 ازرابطه lim
ℎ→0

𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ
= 𝑓′(𝑎)  

𝑥 در  𝑓 آید درواقع همان شیب خط مماس بر منحنیبدست می = 𝑎  .است 

  

𝑑(𝑡) خودرویی در امتداد خط راست طبق معادلهمثال:  = −5𝑡2 + 20𝑡  کند؛ الف(سرعت متوسط حرکت می

𝑡 در ب(سرعت لحظه ای ر ا بدست آورید.  ሾ1,2ሿ خودرو را در بازه = 𝑡و   1 =  حساب کنید.  2

 

 

 

𝑓(𝑥) تابعآهنگ متوسط تغییر مثال:  = 𝑥3 − 𝑥 + ,ሾ1 در بازه  1 𝑘ሿ   ر  د لحظه ای تغییر آنبا آهنگ𝑥 = √7  

 را بدست آورید.  𝑘؛ برابر است

 

 

𝑓(𝑥) آهنگ متوسط تغییر تابعمثال:  = ඥ𝑥2 + از آهنگ لحظه ای   ሾ0,3ሿ روی بازه  𝑥 نسبت به متغییر  16

𝑥 تابع در = ඥ2  چقدر کمتر است؟ 
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𝑥در   𝑔و   𝑓اگر  :قاعده هوپیتال = 𝑎  مشتق پذیر باشد و یکی از دو حالت مبهم lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

0

0
 یا  

lim
𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
=

∞

∞
lim را داشته باشم آنگاه  

𝑥→𝑎

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→𝑎

𝑓′(𝑥)

𝑔′(𝑥)
 ∞دد حقیقی و یا  تواند هر عمی  𝑎 ؛ در این روابط 

 .باشد

 ید.حد های زیر را حساب کنمثال: 

  lim
𝑥→4

2−√𝑥

1−√5−𝑥
 )الف =

 

 

  lim
𝑥→1

𝑥3−1

𝑥4−2𝑥3−3𝑥2+4
 ب) =

 

 

  lim
𝑥→

1

4

1−𝑡𝑎𝑛𝜋𝑥

2𝑥−√𝑥
 ج) =

 

 

 

 

 

  lim
𝑥→0

𝐶𝑜𝑠𝑥−𝐶𝑜𝑠3𝑥

𝑥2  )د =

 

 

 

 

 
( استفاده کنیم یا در صورت عدم رفع ابهامتوانیم ابتدا از هم ارزی و سپس از هوپیتال )میدر محاسبه برخی از حد  :نکته

 برعکس
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 .::یادداشت::.

 


