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  ϐطاԾϨه ̶۠ش از دعای
 

  
  

  الَلهم اَخرِجني من ظُلمُات الوهمِ واكَرِمني بِنُورِ الفهَمِ 
 كلُومن عليَنا خَزائانشُر ع و حمتَكر ليَنا ابَوابح عافت مالَله  

  بِرَحمتك يا ارَحم الراّحمينَ
  
  

 ի ری҃یࣿوردگارا، خارجॐ ا ازय ̣م  نΧ ورц ࣛ دارУ ا҆یऋ ی ف˶ۭ وस  
  सی داЮ˙ت را ࣛ اϲࠤد رὁت  ࣿوردگارا، ب˷شای ࣳ ما सेی رο̖̩ت را و ب˷ܨۿران Ћ̾ج

  պࣶن ώܧ܊با॑ن уو ای ώܧ܊بان
  
  
  
  
  
  
  
 
  
  

ي مؤلف، مترجم و ناشـر   دوست عزيز، اين كتاب حاصل دسترنج چندين ساله
كـاري    ه هر شكلي بـدون اجـازه از پديدآورنـده   آن است. تكثير و فروش آن ب

غيراخلاقي، غيرقانوني، غيرشرعي و كسب درآمـد از دسـترنج ديگـران اسـت،     
اعتمـادي در جامعـه و بـروز     ي ايـن عمـل نادرسـت، موجـب رواج بـي      نتيجه

  گردد. آمدهاي ناگوار در زندگي و محيط ناسالم براي خود و فرزندانمان مي پي

 بياييد به حقوق ديگران احترام بگذاريم



  

  
 
 
  
  
  
  
  

  يمهندس اتياضير درسنامه
  

  

  

  

 

  »بيوالكتريك«ي مهندسي پزشكي  كارشناسي ارشد رشته  ويژه
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  تأليف و گردآوري:
  يابوطالب نيام



  
  

  ، گردآورنده -1364 ن،يام ،يابوطالب:   سرشناسه
 /»كي ـوالكتريب« يپزشـك  يمهندس ـ ي ارشد رشته يكارشناس: ويژه رياضيات مهندسيدرسنامه  AGK:   عنوان و نام پديدآور

  تأليف و گردآوري: امين ابوطالبي
  .1404: تهران: آناهيد گستر خليلي،   مشخصات نشر

  م. س 29×22ص.: مصور، جدول، نمودار؛ 94:   مشخصات ظاهري
  3-78-4907-622-978:   شابك

  : فيپا  نويسي وضعيت فهرست
  )يال(ع ها ها و تمرين آزمون --ي آموزش راهنماي --ي مهندس اتياضير:   موضوع

    Engineering mathematics -- Study and teaching -- Examinations, questions (Higher)  
  ها (عالي) ها و تمرين آزمون --راهنماي آموزشي  --مهندسي پزشكي     
    Biomedical engineering -- Study and teaching -- Examinations, questions, etc (Higher)  

  5/332TA:   هبندي كنگر رده
  00151076/620:   بندي ديويي رده

  9901372:   شماره كتابشناسي ملي

  

  يمهندس اتياضيردرسنامه  AGK :نام
  )»كيوالكتريب« يپزشك يمهندس ي ارشد رشته يكارشناس(ويژه 

  يابوطالب نيام: و گردآوري تأليف
  آناهيـد گستر خليلـيناشر: 

  1404. اول نوبت و سال چاپ:
  1000شمارگان: 

  و صحافي: گيلان چاپ
  مدير توليد: اميرحسين خليلي

  آرده مريممدير فني و هنري: 
  آرايي: آرزو راضي تايپ و صفحه

  ومانت 240000 بهاء:
  02166568621: / فروشگاهآموزشگاه

  طبقه اول .مجتمع تجاري پارس  بانك پارسيان .جنب  . غربي ميدان انقلاب مركز پخش: ضلع جنوب
 (ارتباط از طريق پيامك)  09191685970مدير فروش: 

 www.agkins.com  agkpublisher@gmail.com 



  

 طԾ͗ҭه զϓن у ࣼॡوϪࠤد:
  ي خردمندي است. سپردن كار به اهلش نشانه

  
شــما  ميرا تقــد ســتهيشا يتــا محصــول ميــا تمــام تــلاش خــود را بــه كــار گرفتــه  يآموزشــ يهــا بســته ديــتول يبــرا
  .ميينما زانيعز

ــ يا مجموعــه ــر يور شيكــه پ ــه نيشماســت براســاس معتبرت ــر و ب ــم مجــرب  نيروزت ــه قل ــابع كنكــور و ب ــر من  نيت
  شما خواهد شد. نهيدر زمان و هز ييجو شده است و مطالعه آن موجب صرفه فيتأل دياسات

در  مجموعـه  ني ـا ييتوانـا  گـر  اني ـب در دهـه اخيـر   يارشـد و دكتـر   يدر كنكـور كارشناس ـ  يآمـار قبـول   نيارائه بالاتر
كـه مجموعـه    ميادعـا كن ـ  ميتـوان  يسـاله م ـ  17 يا بـا اتكـا بـه تجربـه     نـك ي. اباشـد  يخـود م ـ  آموزشي دافاه يراستا

  .باشد يدر عرصه كنكور مموجود  يآموزش يها بسته نيتر روز بهو  نيتر كامل  از جمله شك يحاضر، ب
 هاي آموزشي: هاي بسته برخي از ويژگي  

 روزترين منابع كنكور منطبق با معتبرترين و به 

  اساتيد كنكور ترين مجربگردآوري و تأليف توسط 

 تدريس مطالب از سطح پايه تا پيشرفته به بيان ساده و روان 

 انتقال بهتر مفاهيم با استفاده از شكل، جدول و نمودار 

 ي طراحي سوالات كنكور تأليف مبتني بر نحوه 

 جاي مطالعه چندين منبع مختلف مطالعه يك منبع منسجم به 

 بدون نياز به مدرس و زمنبعي خودآمو  
 يبــرا يضــمانترا بــه عنــوان  ريــز و محصــولات اســتفاده از خــدمات يآموزشــ يهــا عــلاوه بــر مطالعــه بســته نــكيا

  ؛كنم يم هيتوص زيبه شما داوطلبان عز يقبول
 هاي آزمايشي: خوش بود گر محك تجربه آيد به ميان آزمون  

ــورد ســنجش   ــا   داوطلــب شــجاع كيســت؟ داوطلبــي اســت كــه خــود را م ــابي (خــود را ب ــا خــود) و ارزي (خــود را ب
ــه نقــاط ضــعف خــود پــي ببــرد و آن   ــا پــيش از كنكــور ب هــاي  هــا را تقويــت نمايــد. آزمــون ديگــران) قــرار دهــد ت

دهــد. يعنــي شــما بايــد در يــك زمــان  ريــزي منســجم اســت و بــه شــما اولتيمــاتوم مــي آزمايشــي داراي يــك برنامــه
  معين مطالب معيني را مطالعه نماييد.

ــون ــي      آزم ــي م ــه تحليل ــريحي و كارنام ــخنامه تش ــتاندارد، پاس ــوالات اس ــه داراي س ــي مجموع ــاي آزمايش ــد.  ه باش
  كنم. هاي آزمايشي را به شما عزيزان توصيه مي صادقانه شركت در آزمون

 ها درس بخوانيد ... اي زير نظر حرفه ي:زير و برنامه تخصصي مشاوره  
 دي ـكن نيخـود تـدو   يبـرا  ي رااسـتاندارد  ي مطالعـاتي  بـا توجـه بـه زمـان آزادتـان برنامـه       دي ـتوان يكه نم ـ يدر صورت

و  دهنـد  يشـما قـرار م ـ   اري ـخـود را صـادقانه در اخت   اتي ـكـه تجرب  ي. افـراد دي ـكمـك بخواه  متخصـص حتماً از افراد 
  .دهند يانجام م شما را طيمناسب با شرا يزير رنامهب



  

 :كتاب تست  
  ر كنكور، تست است.ترين واحد يادگيري د كوچك

مجموعــه هــاي تســت  كتــابكــه ســطح يــادگيري خــود را پــس از مطالعــه بســنجيد از   توانيــد بــراي ايــن شــما مــي
بنــدي  صـورت موضـوعي طبقـه    هـا بــه  اسـتفاده كنيــد. ايـن كتـاب    هـاي تـأليفي)   (تســت و ماطراحـان  (تسـت كنكـور)  

  واضح به شما نشان دهند. صورت بهها را  ي طرح سوالات كنكور و سطح آن توانند نحوه اند و مي شده
 بندي ترين منابع براي دوران مرور و جمع هاي الگوريتم مناسب هاي نكات داغ و كتاب درسنامه:  

نويسـي   هـاي خـود هسـتند و بـراي خلاصـه      نويسـي و مـرور آموختـه    تر داوطلبـان حـين مطالعـه نگـران خلاصـه      بيش
بـار زمـان بـه نفـع شـما در حـال گـذر اسـت و          دهـيم كـه ايـن    كنند. اينك به شما مژده مـي  زمان زيادي را صرف مي

  نويسي نداريد. هاي الگوريتم نياز به خلاصه هاي نكات داغ و كتاب ديگر با استفاده از درسنامه
  

 تلفــن شــمارههــاي آموزشــي بــه  خــود را در مــورد بســته  توانيــد نظــرات، انتقــادات و پيشــنهادهاي ســازنده شــما مــي
  و فقط پيامك نماييد.فقط  09191685970همراه 

  
  مشاور و مدير توليد
  اميرحسين خليلي



  

 զϓ هԾ͗ҭف:طϨؤϋ ن  
  

عمـر   ليشدن است، نه فقط به دل ريدر حال فراگ اديز اريبس يكه امروزه با سرعت يپزشك يمهندس ينسبتا نوپا ي رشته
 يهـا  تـلاش  رغـم  يشـته و عل ـ گ ياريبس يها يدچار كم لطف زيآن ن يا رشته نيب تيكم، بلكه علاوه بر آن به خاطر ماه

خود در دانشـگاه، جامعـه، صـنعت و حـوزه      يواقع گاهيجا سبآن، هنوز تا ك انيگوناگون متخصصان، استادان و دانشجو
  دارد. ياديسلامت فاصله ز

و  هي ـدرس پا ني. اشود يمحسوب م يمهندس يها رشته هيكل انيدانشجو ياز دروس تخصص يكي »يمهندس اتياضير« درس
 يدروس مهندس ـ ريدر سـا  ازي ـمـورد ن  ياض ـيمباحـث و روابـط ر   لي ـو تحل هيبوده كه به تجز يپزشك يمهندس اساس رشته

 تـوان  يكه م يبه طور پردازد يو ... م ها ستميو س ها گناليس ،يخط يها ستميكنترل س ،يكيالكتر يمانند مدارها كيوالكتريب
از مـواد   يكيدرس  نيا گريد ي. از سوباشد يم يمهندس اتياضيدرس ر يريدروس مستلزم فراگ ريسا ميمفاه يريادگيگفت 
 نيهم ـو به  گردد يمحسوب م يارشد و دكتر يكارشناس يها در آزمون يپزشك يمهندس انيدانشجو ازيمهم مورد ن يامتحان

 نيپاسخ به هم ـ يكه برا رو شيمحسوس است. كتاب پ يدرس به خوب نيا يمناسب و كامل برا يخاطر ضرورت وجود منبع
مختلف در رشته  يها و مراكز آموزش عال كتاب در دانشگاه سندهينو سيتدر ي است، حاصل تجربه دهيارائه گرد ازيرت و نضرو

برق،  يمختلف مهندس يها در رشته يارشد و دكتر يكارشناس يها سوالات آزمون زيو آنال يپزشك يبرق و مهندس يمهندس
  .باشد يو ... م يپزشك يمهندس عمران، يمهندس ك،يمكان يمهندس وتر،يكامپ يمهندس

 اني ـداده شـوند و در ب  حيروش ها، مباحث مربوطه توض نيو بروزتر نيدتريشده با استفاده از جد يكتاب سع نيا فيتأل در
  شوند. انيب يديو نكات مهم و كل يحداكثر ساده ساز يمسائل آزمون

شده است تا علاوه  يو سع يآور جمع ديصر و مفحال خلاصه و مخت نيكامل و در ع يكتاب به صورت نيمطالب ا نيهمچن
ارشد  يكارشناس يها داوطلبان آزمون ازينكات مورد ن يباشد، تمام يدرس دانشگاه كي يها سرفصل هيكه شامل كل نيبر ا

  پوشش دهد. زيرا ن يدكتر
 زهيچند سال، همواره انگ نيا يدر ط »يمهندس اتياضير« يها استادان و علاقه مندان از كتاب ان،يدانشجو ريكم نظ استقبال

  بوده است.  يليتكم لاتيتحص يها آزمون ازيساده و مورد ن يانيجامع و كامل با ب يكتاب فيكتاب در تال نيبخش نگارنده ا
انـدركاران انتشـارات    مداوم و مستمر دست يريگيمگر با پ شد ينم ريپذ كتاب امكان نيچاپ ا گاه چيناگفته نماند كه ه البته

آرده كـه   ميو سـركار خـانم مـر    يليخل نيحس ريام يجناب آقا ،يليدكتر احمد خل يجناب آقا ژهيو به يليخلستر آناهيد گ
  هستند. يمهندس اتياضيكتاب ر ؤلفاحترام خالصانه م يسزاوار ادا شك يب

 ـ دفشارن يرا م كيوالكتريبرق و ب يمهندس يانتها يب ينظران واد منتقدان و صاحب يكتاب دست تمام نگارنده  صـبرانه  يو ب
  .باشد ياثر ناقابل م نيا تيفيك شيبه منظور افزا يشنهاديهرگونه نظر و پ دنيشن يايمه
  
  

  
  تشكربا 

  يابوطالب نيام
aminabutalebi@gmail.com  
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  سري فوريه
. باشـد  همـوار  تكـه  تكـه  و پيوسـته  خـود  تنـاوب  فاصـله  در كـه  باشـد  p=2L تنـاوب ي  دوره بـا  متنـاوب  تـابعي  f(x) كنيـد  فرض

 ســري بــه كــه مختلــفهــاي  آرگــامون بــا كسينوســي و سينوســي جمــلات از مجمــوعي صــورت بــه را مــذكور تــابع تــوان مــي گــاه آن
 :نوشت زير شكل به است موسوم تابع يهرفو

0
n nn 1

a n nf (x) a cos x b sin x
2 L L

∞

=


π π = + + 
 

   

  :دنشو مي حاصل زير شكل به فوريه سري ضرايب آن در كه
L
Ln

1 na f (x)cos x dx
L L−

π=  L
Ln

1 nb f (x)sin x dx
L L

+
−

π=
  

L
L0

1a f (x) dx
L

+
−=  

 :گاه آن )باشد متقارن هاy محور به نسبت آن نمودار( باشد زوج تابعي f(x) تابع اگر 

L
0n n

2 nb 0 , a f (x)cos x dx
L L

π= =  

 :گاه آن )باشد متقارن مختصات مركز به نسبت آن نمودار(باشد  فرد تابعي f(x) تابع اگر و

L
0n n

2 na 0 , b f (x)sin x dx
L L

π= =   

1}تابع براي :1مثال  1 x 0f (x) x 0 x 1
− < <= <  كنيد. محاسبه را فوريه سري ثابت، >

  :حل
p 2L 1 ( 1) 2 L 1= = − − = → =  

{ }
1200 1 0L

L 1 00 0 1
0

a1 1 x 3 3a f (x) dx a 1.dx x.dx x
L 1 2 2 2 4

+
− − −= → = + = + = → =    

 در و باشـد  نمـي  متنـاوب خـود   خـودي  بـه  تـابع  يك مواقع برخيولي  ،شرط لازم براي وجود سري فوريه است f(x)متناوب بودن 
 اصـله ف آن خـارج  در توان تـابع را  مي شود. پس مي گرفته قرار نظر مد فاصله آن در مذكور تابع كه شود مي بحث آن روياي  فاصله

  فصل

  1  هيفور زيآنال



  

  فصل اول
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+ 
- 

در تـوابعي كـه بـه ايـن صـورت       .نويسـيم ب فوريـه  سري متناوب تابع آن برايتوان  مي در نتيجه كه داد گسترش متناوب صورت به
  :گيريم. مثلا مي دوره تناوب تابع در نظر عنوان بهعموما فاصله تعريف تابع را  ،شوند مي متناوب

y x , 0 x , L 1= < <1 =   

  
  

0 صورت بهتعريف تابع  در اين موارد اگر فاصله x L< <   :خواهيم داشت ،باشد 2
2L
0n

1 na f (x)cos x dx
L L

π=  2L
0n

1 nb f (x)sin x dx
L L

π=
 

  2L
00

1a f (x) dx
L =  

fتوان گفت اگر تابع  مي در حالت كلي چنين هم (x)  در بازه(a,b) يف شده باشد و بخواهيم سري فوريه تابع را در ايـن بـازه   تعر
fبنويسيم، تابع  (x)  را در بازه(a,b) گيريم و در بيرون اين فاصله همـان شـكل را بـا دوره تنـاوب      مي در نظرp b a=  گسـترش  −

bنويسيم كه در اين حالت  مي فوريه دهيم و براي تابع حاصل، سري مي aL
2
  :و خواهيم داشت =−

b
an

1 na f (x)cos x dx
L L

π=  b
an

1 nb f (x)sin x dx
L L

π=
 
 b

a0
1a f (x) dx
L =  

  

f تابع :2مثال  (x) x 0 x 2= ,   ≤ ≤ π دست آوريد هب ار تابع اين فوريه سري بسط در كسينوسي جملات ضرايباست.  مفروض.  
  :حل

 صورت بهتوان آن را در خارج از اين فاصله  مي باشد ولي نمي در فاصله داده شده متناوب f(x)شود تابع مي كه مشاهده طور همان
  :شود مي دوره تناوب آن در نظر گرفته عنوان بهمتناوب گسترش داد. در نتيجه تابع داراي سري فوريه خواهد بود و فاصله تعريف تابع 

p 2L 2 0 2 L= = π − = π → = π
2

2
0 n 02 2 2

0
22

02
0

0

1 1 x 1 1 1 1x cosnx dx a sin nx cosnx 0a
n n n n

a1 1 xx.dx 2
2 2

π
π

π
π





   
=  = + = − =   π π π   

  = = = π = π π π   

   

2L 2 2
0 0 0n

1 n 1 n 1a f (x)cos x dx x.cos x dx x cosnx.dx
L L L L

π π  
π π = = =  π 

   
  :خواهيم داشت جزء به جزءبراي محاسبه اين انتگرال به روش 

  مشتق  انتگرال
cosnx  x  

1 sin nx
n

  1  

2
1 cosnx

n
−  0  

2 2
1 1 x 1x cosnx.dx (x sin nx) (1 cosnx) sin nx cosnx
n nn n

 = × − × − = +  
2

n 2 2 2
0

1 x 1 1 1 1a sin nx cos nx 0
n n n n

π
   

→ = + = − =   π π   

  

22
02

00
0

a1 1 xa x.dx 2
2 2

π
π

  = = = π → = π π π   

 

  



 
 
 
 
 

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  يادآوري
ــداد  در ــفحه اع ــتلط ص ــكل    مخ ــه ش ــارتي ب ــات دك ــدد در مختص ــر ع z ه x iy= ــان + ــي بي  ــ م ــود ك i آن در هش 1= −، 

Im(z) y= و Re(z) x=  باشد مي برقرار زير اوليه روابطاست و:  
2 2z x y= + 

z =مزدوج x iy− 
2 2zz (x iy)(x iy) x y= + − = +  

  

iz صورت به مختلط عدد يك بيقط فرم چنين هم re θ= در آن  كه استie cos isinθ = θ + θ باشد. مي  
  :باشد مي زير صورت به بيرابطه بين فرم دكارتي و قط

2 2

1

r x y x r cos
,y y r sintan

x
−

 = + = θ
  = θθ =


 

  

 
 
  

  فصل
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  پركاربرد در مبحث اعداد مختلطهاي  مكان هندسي
z اگر x iy= 0 و + 0 0z x iy=   :داريم باشد مختلط عدد يك +

0z z R−  .باشد مي 0z مركز به و Rشعاع  به دايره يك =

0 1z z z z R− + − 0 شرط با(باشد  مي 1zو 0zهاي  كانون با بيضي يك بيانگر = 1z z R− <( 

0 1z z z z R− − − 0 شرط با( باشد، مي 1zو 0zهاي  كانون با هذلولي يك بيانگر = 1z z R− >( 

0 رابطه 1z z z z− =  .است 1zو 0z روي آن سر دو كه است يخط پاره منصف عمود بيانگر −

0 رابطه 1z z R z z− = R(با شرط  .يك دايره است بيانگر − 1≠(  
  

1Re رابطه با كه صفحه از نقاطي هندسي مكان :1 مثال 1
z

  > 
 

  .كنيد مشخص را شود مي تعريف 

  :حل

2 2

2 2 2 2
2 2

2
2

1 1 x iy x iy
z x iy x iy x y

1 x 1 1Re 1 x y x 0 x y x
z 4 4x y

1 1x y
2 4

− −= × =
+ − +

  = > → + − < → + − + < 
  +

 → − + < 
 

 

1مركز بهاي  دايره داخل نظر مورد هندسي مكان اينبنابر ,0
2

 
 
 

1 شعاع و 
2

  .است 

z هرگاه :2 مثال x iy= z نامعادله گاه آن باشد، + 3
2

z 3
−

<
+

 .كنيد ساده ار 

  :حل
2 2

2 2

2 2
2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

z 3 x iy 3 (x 3) y
2 2 2

z 3 x iy 3 (x 3) y

(x 3) y 3x 30x 27 3y 0 x 10x 9 y 0
(x 3) y

(x 5) 25 9 y 0 (x 5) y 16 z 5 4

− + − − +
< → < → <

+ + + + +

− +→ < 4 → + + + > → + + + >
+ +

→ + − + + > → + + > → + >

 

  طمختل توابع
  مختلط توابع در پيوستگي و حد
w مختلط تابع f (z)= كه f (z) u(x, y) iv(x, y)=  حد داراي 0zنقطه در مختلط تابع اين گوييم مي بگيريد، نظر در را +
,u(x متغيره دو تابع دو هر هرگاه است، y) و v(x, y) 0نقطه  در 0(x , y  مختلط تابع گوييم مي چنين هم ،باشند تابع حد داراي (

w f (z)= 0 نقطه در 0 0z x iy= ,u(x تابع دو هر هرگاه ،است پيوسته + y) وv(x, y)  0در 0(x , y   .باشد پيوسته (
  

  :ديگر عبارت به
z z (x,y) (x ,y ) (x,y) (x ,y )0 0 0 0 0

f (z) u(x, y) iv(x, y) lim f (z) lim u(x, y) i lim v(x, y)
→ → →

= + → = + 

 حـد  يـك  حاصـل  دانـيم  مـي  و دارد متغيـره  دو توابـع  حـد  بـا  نزديكـي  ارتبـاط  مخـتلط  توابع حد بحث كه شود مي ملاحظه 
 دو حـد  يـك  ي هاسـب مح بـراي  كـه  مختلـف  روش دواز  اگـر  لـذا  و باشـد  فـرد  منحصـربه  بايـد  وجـود،  صـورت  در متغيره دو

 .نيست موجود متغيره دوحد  آن حاصل ،شود منجر مختلف جواب دو به شود مي استفاده متغيره



 
 
 
 
 

  
  

  
  
  
  
  
  
  

  اوليه تعاريف
 آن مشـتقات  و متغيـره  چنـد  تـابع  يـك  بـين  ارتبـاط  كـه  اسـت اي  معادلـه  )PDE( جزئـي  مشـتقات  بـا  ديفرانسـيل  معادله يك
 شـامل  كـه  كـرد  بيـان اي  گونـه  بـه  را معادلـه  ايـن  بتـوان  چنانچـه . دهـد  مـي  نشـان  را متغيرها آن خود و مختلف متغيرهاي به نسبت
  .گويند خطي نوع از را آن ،نباشد تابع مشتقات و تابع از خطيغير جمله هيچ

ــه يــك در ــابع شــامل جمــلات چــه چنــان خطــي ديفرانســيل معادل ــا و ت ــه آن ،باشــد آن شــتقاتم از يكــي ي  ديفرانســيل معادل
  .ناميم مي همگن ار خطي

2xy 4y y x′′′ ′+ +   غيرخطي -معمولي ديفرانسيل معادله =
3

2 2
3
u ux y 4y xy

xx
∂ ∂− =

∂∂
 غيرهمگن -خطي -جزئي مشتقات با ديفرانسيل معادله 

  

  شده دادههاي  متغير تغيير با جزئي مشتقات با معادله يك نوشتن
 در .كنـيم  بازنويسـي  را آن خـاص هـاي   متغيـر  تغييـر  بـا  خـواهيم  مـي  و شـده  داده جزئـي  مشـتقات  بـا  معادلـه  يـك  اقعمو برخي

  .كنيم ساده را نظر مورد معادله جزئي مشتقات دراي  زنجيره قانون از استفاده با است لازم مواقع اين

z جزئي مشتقات با معادله :1مثال  zx y nz
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

) متغيرها تغيير با  )1p Lnx Lny
2

= ) و + )1q Lnx Lny
2

=  چه به −

  آمد؟ خواهد در  ميفر
z  :حل z p z q z 1 z 1.

x p x q x p 2x q 2x

z z p z q z 1 z 1.
y p y q y p 2y q 2y

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + = +     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ −= + = +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   

 

  :آيد مي دست به اصلي معادله در مقادير اين از استفاده با
1 z z 1 z z zx y nz nz

2x p q 2y p q q
      ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + − = → =         ∂ ∂ ∂ ∂ ∂      
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  آن بر حاكم جزئي شتقاتم با معادله يافتن و شده داده رابطه يك در اختياري تابع حذف
 مرتبـه  ديفرانسـيل  معادلـه  يـك   ميعمـو  جـواب  منزلـه  بـه  تـوان  مـي  را اختيـاري  ثابـت  يـك  شـامل  منحنـي  دسته يك دانيم مي

  .كنيم حذف را شده داده ثابت آن، مشتق و بطهار آن بين است كافي ديفرانسيل معادله آن يافتن براي كه دانست اول
 جزئـي  مشـتقات  بـا  ديفرانسـيل  معادلـه  يك  عمومي جواب منزله به توان مي را اختياري تابع يك شامل رابطه يك ترتيب همين به
  .كنيم حذف را شده داده تابع آن، جزئي مشتقات و رابطه آن بين كافيست معادله آن يافتن براي كه دانست اول مرتبه

2z رابطه :2مثال  y (xy)= ϕ آن در كه ϕ بر حاكم جزئي مشتقات با معادله است. مفروض است اختياري تابع يك z بيابيد را.  
  :حل
x  وy و مستقل تغيرهايم z فرض با .است شده فرض تابع xy u= داريم:  

2 2

2 2 2

2

z u. .y y . .y I
x u x u
z uz y (u) 2y y . 2y y .x II
y u y u

z y III

∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ = =∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ϕ ∂ ∂ϕ= ϕ → = ϕ + = ϕ +∂ ∂ ∂ ∂

 = ϕ

  

2
3 2

z 1 z 2z z 2z 1(I) : (II) : xy
u x y y u u y yy xy

   ∂ϕ ∂ ∂ ∂ϕ ∂ϕ ∂= − = → = −    ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 

 

z  :آيد مي دست به IIو I ي هرابط دادن قرار مساوي با حال 2z x z
y y y x

∂ ∂− =
∂ ∂

 

ــرض  ــد ف z كني z(x, y)= ــته و ــيم داش ) باش ) ( )( )F u x, y,z , v x, y, z ــه =0 ــابع F آن در ك ــاري ت ــت اختي ــراي اس  ب
  :داد بسط را زير دترمينان توان مي z بر حاكم جزئي مشتقات با معادله يافتن و F اختياري تابع حذف

u u
x y

0
v v
x y

∂ ∂
∂ ∂

=
∂ ∂
∂ ∂

 

)  :بنويسيم توانستيم مي قبلي مسئله همان در ثالم عنوان به ) ( )2
2 2

z zz y xy xy F xy, 0
y y

 
= ϕ → = ϕ → =  

 
 

2 حال
zv

y
u و = xy= داريم و بوده )x  وy و مستقلهاي  متغير z است تابع(:  

2

2 4

y x
z z 2z x zz y 2yz 0y y y y xx

y y

∂ ∂ ∂∂ − = → − =
∂ ∂ ∂∂

 

  گيري  انتگرال كمك به خاص حالات در جزئي مشتقات با معادلات حل
  .كنيم پيدا را نظر مورد معادله جواب بتوانيم است ممكن جزئي مشتقات با معادله يك از سادههاي  گيري انتگرال با مواقع برخي
  .كنيد مشخص را زير معادله  عمومي جواب :3مثال 

2
2u xy

x y

u(x,0) x

u(0, y) sin y

 ∂ =
∂ ∂


 =

 =
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  :حل
2 2

2 2

2 3

u u xxy y A(y)
x y y 2

x yu(x, y) B(y) C(x)
2 3

∂ ∂= ⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = +
∂ ∂ ∂

⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯⎯→ = + +

 

x مقادير گذاري جاي با y و =0 ) معادله در =0 )u x, y داريم:  

2 3

u(0,0) B(0) C(0) 0
u(x,0) B(0) C(x) 0 B(0) C(x) B(y) C(0) x sin y
u(0, y) B(y) C(0) sin y

x yC(x) B(y) x sin y u(x, y) sin y x
6

= + = 
= + = → + + + = +
= + = 

→ + = + → = + +

 

  خطي شبه اول مرتبه جزئي مشتقات با معادلات

z  :بگيريد نظر در را زير جزئي تمشتقا با معادله zP(x, y,z) Q(x, y,z) R(x, y,z)
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

dx  :دهيم مي تشكيل را زير دستگاه معادله اين جواب يافتن براي dy dz
P(x, y,z) Q(x, y,z) R(x, y,z)

= = 

 بــه كنــيم حــل را دســتگاه ايــن مســتقل معادلــه دو چنانچــه اســت، مســتقل معادلــه دو داراي مــذكور دســتگاه اســت طبيعــي
1  :رسيم مي رزي فرم بهي يها جواب 2u(x, y,z) C , v(x, y,z) C= = 

F(u,v)  :است زير صورت به نظر مورد خطي شبه اول مرتبه معادله كلي جواب داد نشان توان مي 0=  
  .كنيد پيدا را زير معادله كلي جواب :4مثال 

2 3 2dz dzx z y z 1
dx dy

+ = + 

  :است چنين لاگرانژ دستگاه :حل

2

3
2

2 3 2 2 3 2 2

3 2

dy dz 1 Ln(z 1) c (1
z 1 yy

dx dy dz dx dz dx z dz dx 1z z 1 dz
z 1 z 1 z 1 z 1x z y x z x x

1 z z z Ln(z 1) k (2
x 3 2

 = → − = + + +
  = = → = → = → = − + −  + + + + 

 → − = − + − + +


 

  :است چنين  ميعمو جواب پس
3 21 1 z zF Ln(z 1) , z Ln(z 1) 0

y x 3 2

 
 + + + − + − + =
 
 

 

  استاندارد فرم به رسيدن و خطي شبه دوم مرتبه جزئي مشتقات با معادلات انواعبندي  دسته

  :  بگيريد نظر در را زير دوم مرتبه جزئي مشتقات با معادله
2 2 2

2 2
z z z z za 2b c H x, y,z, , 0

x y x yx y
 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ + + = ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂  

 

  .باشند y و x از توابعي توانند مي cو b و a آن در كه
2b تعريف با acΔ =   :گوييم مي −

0Δ اگر  .است گون ليهذلو نوع از نظر مورد معادله باشد <
0Δ اگر  .است گون ميسه نوع از نظر مورد معادله باشد =
0Δ اگر  .است گون بيضي نوع از نظر مورد معادله باشد >

 xانتگرال نسبت به 

 yانتگرال نسبت به 
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) رابطه جواب :حل ) ( ) ( )u x, t w x, t x= + ϕ دهيم مي قرار معادله در را:  ( )
2 2

2 2
w wx cos x

x t
∂ ∂′′+ ϕ = +
∂ ∂

  
  

ــه بخــواهيم اگــر ــراي فــوق معادل ــه در نبايــد يعنــي باشــد، همگــن w ب  بايــد يعنــي باشــيم، داشــته w فاقــد جمــلات معادل
cos x  و( )x′′ϕ كه اين مگر شود نمي حاصل اين و شود حذف معادله از( )x cos x′′ϕ   :داريم لذا .باشد =

( ) ( ) ( )x cos x x sin x C x cos x cx k′′ ′ϕ = → ϕ = + → ϕ = − + + 
)  :بايد باشد همگن w براي مرزي شرايط خواهيم مي چون ) ( )w 0, t 0 ; w , t 0= π = 
  :لذا

( ) ( )u 0, t w 0, t= ( ) ( )

( ) ( )

0
0 0 1

u , t w , t

+ ϕ → ϕ =

π = π ( ) ( )
0

2+ ϕ π → ϕ π =

 

  :داريمدست آمده  در معادله به شرايط اعمال با
( )

( )

0 1 1 1 0 k k 2
12 2 1 c 2 c

ϕ = → = − + + → =

ϕ π = → = + π + → = −
π

 

)  :آيد مي دست هب لذا ) 1x cos x x 2ϕ = − − +
π

  

)  :نويسيم مي كنيم پيدا را w بر حاكم اوليه شرايط بخواهيم اگر ) ( )
( ) ( )t t

1u x, t w x, t cos x x 2

u x, t w x, t

= − − +
π

=

 

  :داريم حال
( ) ( )

( ) ( )t t

1u x,0 w x,0 cos x x 2

u x,0 w x,0

= − − +
π

=

 

  .كنيد مشخص را زير مرزي شرايط با همراه لاپلاس معادله جواب :29مثال 

( )
( )

2u 0 1 r 0
0 2

u 1, 2

u e, 0

∇ = < <


≤ θ ≤ π
 θ =
 θ =

 

)  :داريم خاص حالت رد لاپلاس معادله حل به توجه با :حل )u r A Ln r B= + 
  :داريم مرزي شرايط اعمال با

( )
( )

( ) 2 2

u 1 2 2 A Ln(1) B B 2
u(r) 2Ln r 2

u e 0 0 A Ln e B A 2

u x, y 2Ln x y 2

 = → = + → = → = − +
= → = + → = −

→ = − + +

 

  

ــال  ــع :30مث ــانيم توزي ــاني و ك ــه در u(x,0) حــرارت درجــه زم ــهاي  ميل ــه π طــول ب ــوط در آن طــرف دو در ك  و آب مخل
ــخ ــرار ي ــه ق ــع و گرفت ــي منب ــث حرارت ــاد باع ــع ايج ــاي توزي ــه دم u(x,0) اولي sin x= ــه در ــده ميل ــت ش ــه در و اس  معادل

xx tu u= است؟ كدام ،كند مي صدق  

1(sin x cos t  2(tsinh x.e −  3(tsin x.e −  4(
t

sin x e
−

π  
  

) مـرزي  شـرايط  يارضـاء  بـراي  :حل ) ( )u 0, t u , t 0= π  قبـول  قابـل ) ب( گزينـه  جـز  بـه هـا   گزينـه  تمـام  شـود  مـي  ملاحظـه  =
sin( باشد مي 0 sinو =0 0π sinh ولي = 0π ≠(  
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t حـدي  حالـت  بـراي هـا   گزينـه  تمـام  داريـم  توجه →  سـادگي  بـه  امـا  ،كنـد  مـي  ءارضـاء  را جـواب  مانـدن  محـدود  شـرط  ∞+
xx معادله كهاي  گزينه تنها ديد توان مي tu u= زيرا باشد مي) ج( گزينه كند مي ءارضاء را:  

( ) t t t t
x xx tu x, t sin x.e u cos x.e , u sin x.e , u sin x.e− − − −= → = = − = −  

  كدام است؟ ssu، مقدار زيردر معادله  :31مثال 
2

2

x

u u ux
x tx

u(1, t) 1
u(x,0) x
u (1, t) 2

 ∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂

 =
 =
 =

   

  

1(ssu Lnx 1= +  2(ssu 2Lnx 1= +  3(ssu Lnx 2= +  4(ssu 2Lnx 2= +  
  

u در حالت ماندگار :حل 0
t

∂ =
∂

  است. در نتيجه داريم: 
2

2

ss

u u u u u u Ax 0 (x ) 0 x A
x t x x x x xx

u ALnx b

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂+ = = → = → = → =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

→ = +
  

  با اعمال شرايط مرزي خواهيم داشت:
x

Au (1, t) 2 2 A 2
1

u(1, t) 1 ALn1 B 1 B 1

 = → = → =

 = → + = → =

  

  بنابراين خواهيم داشت:
ssu (x) 2Lnx 1= +  

  صحيح است. » 2«در نتيجه گزينه 
  انتخاب گزينه صحيح براي يك معادله با مشتقات جزئي به همراه شرايط كمكي

  فيزيكي معادله با مشتقات جزئي به همراه شرايط مرزي و اوليه خاص داده شده باشد. فرض كنيد براي يك پديده
  در اين صورت جواب صحيح بايد:

  كند. ارضاء. تمام شرايط مرزي و اوليه را 1
  كند. ارضاء. شرط محدود و كراندار ماندن را براي تمام مقادير ممكنه متغيرها 2
  كند. ارضاءرا  لهمسئ. معادله با مشتقات جزئي حاكم بر 3

  هر سه موضوع فوق بپردازد. ارضاءتواند به  جا كه جواب يكتا است، لذا فقط يك گزينه مي از آن
اي بــــا شــــرايط مــــرزي داده شــــده در معادلــــه      پتانســــيل الكتريكــــي در داخــــل ربــــع دايــــره     :32مثــــال 

2

2 2
1 u 1 u(r ) 0
r r r r

∂ ∂ ∂+ =
∂ ∂ ∂θ

,u(rكند. حاصل عبارت  صدق مي  )θ كدام گزينه است؟  
  

1(r sin
2

θ
    

2(2 sin 2
r

θ  

3(
2r sin 2
4

θ
    

4(
3r sin 2

8
θ  

  
rدر  مســئله ،وجــه بــه شــكلبــا ت :حــل rدر  2ولــي گزينــه  .باشــد داراي جــواب مــي =0 باشــد و در نتيجــه  كرانــدار نمــي =0

  باشد. نمي مسئلهجواب 
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ــرزي   ــرط م u(r,0)ش ــه  =0 ــه گزين ــا  در هم ــاءه ــي ارض ــود م ــرزي   ،ش ــرط م ــي ش ,u(rول ) 0
2
π ,u(2و  = ) sin 2θ = θ  در

  گردند. مي ارضاء 4و  3هاي  ولي در گزينه ،شوند نمي ارضاء 1گزينه 
  خواهيم داشت: مسئلهدر معادله  3نه اكنون با قراردادن گزي

2 2

2 2 2
1 u 1 u 1 2r 1 r(r ) r sin 2 ( 4)sin 2 0
r r r r r 4 4r r

 ∂ ∂ ∂ ∂    + = θ + − θ =   ∂ ∂ ∂  ∂θ  
  

  صحيح است. 3كند. در نتيجه گزينه  صدق نمي مسئلهدر معادله  4و گزينه 
نسـبت بـه كـدام پايـه متعامـد بايـد       ، ϕ(x)اي همـوار   مـرزي زيـر، تـابع مفـروض و تكـه      -مقـدار اوليـه   مسئلهدر حل  :33مثال 

  بسط داده شود؟

t xx

x

u u 0 , 0 x L , t 0

u(x,0) (x) , 0 x L
u(L, t) 0
u (0, t) 0

− = < < >


= ϕ ≤ ≤
 =
 =

  

1(x 2 x n xcos ,cos ,...,cos
2L 2L 2L
π π π

  
2(x 3 x (2k 1) xcos ,cos ,...,cos

2L 2L 2L
π π − π  

3(x 3 x (2k 1) xsin ,sin ,...,sin
2L 2L 2L
π π − π

  
4(x 2 x n xcos ,cos ,...,cos

L L L
π π π  

  

,u(Lشرط  :حل t) xدارد كه پايه متعامد مورد نظر بايد در  بيان مي =0 L= ها داريم: متحد با صفر شود. پس با بررسي گزينه  
  

كند  نمي ارضاءشرايط مورد نظر را  
x L

n x ncos cos
2L 2=

π π= 1: گزينه  

كند  مي ارضاءشرايط مورد نظر را 
x L

(2k 1) x (2k 1)cos cos
2L 2=

− π − π= 2: گزينه  

كند  نمي ارضاءشرايط مورد نظر را 
x L

(2k 1) x (2k 1)sin cos
2L 2=

− π − π= 3: گزينه  

كند  نمي ارضاءشرايط مورد نظر را 
x L

n xcos cos n
L =

π = π 4: گزينه  

  صحيح است. 2پس بدون استفاده از شرايط ديگر گزينه 
ــال  ــه لاپــــلاس  :34مثــ ,2u(xپاســــخ معادلــ y) 0∇ ــور   = ــالاي محــ ــفحه بــ ــيم صــ ــرزي  xدر نــ ــا شــــرط مــ بــ

1 , x 1
u(x,0) f (x)

0 , x 1

 <= = 
>

  تواند باشد؟ كدام پاسخ مي، 

1(ky
0

2 cosk e sin kx dk
k

−∞
π

   2(ky
0

2 sin k e cosh kx dk
k

−∞
π

  

3(ky
0

2 sin k e coskx dk
k

−∞
π

  4(ky
0

2 sinh k e coskx dk
k

−∞
π

  

  صورت زير است: ها ساختار كلي جواب به با توجه به گزينه :حل
  ky

0u(x, y) A(k)e g(x) dk−∞=  
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  س خواهيم داشت:با قراردادن اين جواب در معادله لاپلا

( )

2 2
2

2 2

ky 2 ky
0 0

2 ky
0

2
1 2

u uu(x, y) 0 0
x y

A(k)e g (x) dk A(k)k e g(x) dk 0

g (x) k g(x) A(k)e dk 0

g (x) k g(x) 0 g(x) c sin kx c coskx

− −∞ ∞

−∞

 



∂ ∂∇ = → + =
∂ ∂

′′→ + =

′′→ + =

′′→ + = → = +

  

 در نتيجه داريم:

  ( )ky
0 1 2u(x, y) A(k)e c sin kx c coskx dk−∞= +  

u(x,0)از شرط  f (x)=  و با توجه به زوج بودن تابعf (x) 1توان نتيجه گرفت كه  ميc 0=  
  و خواهيم داشت:

0 2
1 , x 1

u(x,0) c A(k)coskx dk
0 , x 1

∞
 <= =

>
  

  و بايد:
1

1
0 02

0

2 2 2 2sin kc A(k) f (x)cos kx dk 1.coskx dk sin kx
k k

∞ = = = =
π π π π

  

  پس جواب نهايي برابر است با:
ky

0
2 sin ku(x, y) e coskx dk

k
−∞=

π
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